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In dieser neuen Auflage wurde der zweite Absolinitt vollständig 
neu bearbeitet; durch eine Veränderung der Anordnung erreichten 
wir eine beträebtliche Verminderung der Zahl der Lehrsätze und eine 
grofsere Übereinstimmung mit der im Schulgebraueli bewährten Folge 
der Sätze. So vielfach auch die Ätiderungen sind, ao ist gleichwohl 
das Wesentliche und Kennzeichnende des Buches unverändert ge- 
blieben. 

Mit Eecht gelten Euklids Elemente als ein Muster systematischer 
Anordnung der Schlüsse, insofern jeder Lehrsatz da steht, wo die 
Prämissen zu seinem Beweise vollständig gegeben sind; ein Muster 
von logischer Anordnung der Begriffe aber sind jene Elemente 
nicht, da ihnen eine logische Einteilung des Stoffes fehlt. Neuere 
Bearbeitungen der Geometrie haben daher vor Euklid den Vorzug, 
, dafs sie gleichartige Gegenstände zusammenstellen und ungleii hartige 
in logischer Folge aneinander reihen. 

Zu diesem dem Stoff entlehnten Grundsatz der Einteilung nimmt 
unsere Elementargeometrie einen weiteren hinzu, indem sie die Lehr- 
sätze nach den verschiedenen Arten der Beweisführung ordnet. 
Da nämlich die Gleichheit der Gebilde daraus erkannt wird, dafs 
diese durch eine Bewegung zur Deckung gebracht werden können, 
so gliedert sich der Stoff nach den Bewegungsarten, welche zum Be- 
weis in Anspruch genommen werden. Somit kommt den einzelnen 
Kapiteln dieses ersten Teiles ein ihnen eigentümlicher Beweisgang 
zu, der in dem Kapitel durchweg beibehalten wird. Bei einem derart 
vorgeschriebenen Wege werden jene sog. Mausfallenbeweise vermieden, 
bei welchen man sich schliefslich dem Lehrsatz gefangen giebt, ohne 
darüber klar zu sein, wie man dazu gekommen ist. Weil ferner 
die geometrischen Gebilde, namentlich die der Zuordnung zu einem 
Mittelpunkt und zu einer Mittellinie, aus jenen Bewegungsarten her- 
vorgehen, so führt der erwähnte Einteilungsgrund auch zur besten 
Aneinanderreihung verwandter Formen. 
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IV Vorwort. 

Auf diese Weise steigert sich die Anschaulichkeit und damit die 
Klarheit im Verständnis der Figuren und ihrer Beziehungen eben- 
sosehr, wie die Anforderungen an das Gedächtnis des Schülers sich 
vermindern; eigene Schulerfahrung während des letzten Jahrzehntes 
und solche befreundeter Kollegen, denen wir hiermit nnsern Dank 
abstatten, haben dies bestätigt. 

FreiUch nmfs stets betont werden, dafs der Lehrer die Lage- 
änderungen der Figuren an handlichen Modellen thatsäehlich aus- 
fuhren läfst, bis er den Schüler reif dazu findet, blofs mit den die 
Bewegung bestimmenden Vorstellungen und Begriffen zu arbeiten. 
Und auch das soll Erwähnung finden, dafs die dem Lehrstoff nach- 
folgenden Übungsaufgaben nicht als Anhänge zu diesem gedacht 
sind, sondern dafa sie in lebendiger Verwebung mit dem Lehrstoffe, 
ja diesem vielfach vorarbeitend, behandelt werden sollen. 

Die Verfasser. 
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I. Abschnitt. 

Rntstelinng der geometri sehen Getiilde, insbesoinlere 
von Strecke and Winkel. 

Erstes Kapitel. 

Die Grundge bilde der Geometrie. 

§ l. Stellung und Gegenstand der Geometrie. 

1. Die Geomotrio tEaumloliie") ist ein Zweig der Mathematik 
(Grölseiilelire). Der erste leil der Mathematik, die Arithmetik, be- 
schäftigt sich mit den Gröfsen va &n,h oler den Zahlen; dabei bleibt die 
Beschaffenheit der Gröfsen, bzw die Einheit oder das Mals willkUrlich. 
Die Geometrie ist die Wissens chaft von den Eaumgröfsen (Eaiimgebilden 
odei geometnsehen Gebilden) sie behandelt die räumliehen Beziehungen 
dei letzteion (ihre Lage, Foini Obolse) und läfst alle Eigenschaften der- 
selben lulsei Betracht, welche nicht omzig nur den Raum betreffen, z. B. 
hei einei Bewegung die Zeit und die Widerstände. Letztere Beziehungen 
behandelt die Mechanik. 

2. Die Raumelomente sind Ksiper, Fläche, Linie, Punkt. — Ein 
vollständig abgegrenzter Teil des Biumes heifst em geometrischer 
Kuipei oder kuiz Körpei, er ist blofa dei Raum des entspi eckenden 
natüiliehen KorpPiu — Die Fläche ist die Grenze iweiei solchen an 
emanderstofsenden Raumteile von ihi aus dehnt sich dei Raum n^ch 
zwei Seiten hin aus, wJihiend sie seihst niLh diesen beiton hin kerne 
Ausdehnung bat — Die Linie ist die Grenze zweiei aneinimder stofsen 
den t lächenteile , von ihr ans unteittheidet man auf der PUobe zwei 
Seiten, wählend die Linie selbst nach liesen beten hin keine Ausdehnung 
hat — Dei Punkt ist die Urenze zweiei zusammenstol enden Teile emei 
Linie, er hit auch in der Linie selbst keine Ausdehnung 

3. Die Geometrie betrachtet jedoch die geometrischen Gebilde nicht 
blos als Grenzen, sondern auch losgelost von einandei und willkurhch zu 
geometrischen Figuren zu ammengesfcellt Hietbei weiden Punkte, 
Linien und Flächen durch koipeilicbe Geb Ide daigestellt leicn Aus 
dehnungen nach den Seiten hm nach ■welchen sie kerne Aus lel n mg hiben 
sollten, thunliehst klein sind und aufsei Betricht bleiben 
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4. Dl, wo em Gebilde ruht ist seine Stelle, wenn di6=ie in Bezug 
aiit nn andpieb Gebilde bestimmt wud, heiM ^ik seine Lage. Jedes 
Geliüde l.<Liin man ■in einp andeie "Stelle im Räume gebracht uder bewegt 
denken, und so kann man die Gebilde, vom Punkte ausgehend, durch Be- 
wegung ent'itehen Ussen odei entstanden denken 



§ 2 riitsfehniig der Grniidgeliilde dnrch Bewegung. 

1. Em Pitlf ist ein verschwindend kleiner Teil des 
Raumes kl von ihm l*eine 4u8dehi]un<f in Betracht kommt. 

Da te lung auf dem I j d h kl K s oder durch Kwei 

einande Bchne dende kl St h B d h en (^rofsen, latei- 

nischen] Euübstaben. — & Öf P kt 1 d b m FeldmeaBeo im Ge- 
brauch (z. B. Pmhle, Stab St T1 m ) h w t fsere in der Stern- 
kunde {b. B. Fissterne). A f L dk rt 1 Ib t eine ganze Stadt 
durch einen Punkt beae h t w d 

2. a) Eine lÄnie ist die Gesamtheit der Lagen eines 
bewegten Punktes. Von jeder einzelnen Lage des Punktes sagt 
man; der Punkt liegt auf der Linie oder die Linie geht durch den 
Punkt. 

Beispiele: Feurige Kohle; Eakete; Stemachnuppe ; Wasserstrahl i 
BruiineoB. , 

Bildliche Darstelhmg einer Linie auf dem F 
Benennung dnrch einen (kleinen, Jateini sehen) 
durch zwei oder mehrere Buchstaben, wie etwa Liuie l 
oder ÄS oder AGB. 

h) Eine Linie ist durch einen Punkt (die Anfangslage) Ä ein- 
seitig begrenzt, durch diesen und die Endlage S des bewegten 
Punktes vollständig begrenzt; beide heifsen Grenzpuukte der 
Linie. Fallen Anfangs- und Endlage des die Linie beschreibenden 
Punktes zusammen, so heifst die Linie geschlossen ^ 

(z. B. AB.CBÄ), andernfalls offen. Zwei Punkte 
einer geschlossenen Linie, wie A und C, bestimmen 
zwei vollständig begrenzte Teile, ABC und ABiO. 

Jede Linie kann man durch zwei einander ent- 
ivegungen beschrieben denken, z. B. die 

i ABC durch die Bewegung von A Über B nach 
C, oder von C über B nach A. Hat man die entgegen- 
gesetzten Bewegungen unbegrenzt fortgesetzt zu denken ohne Wieder- 
kehr in sich selbst, so heilst die Linie unbegrenzt. 

c) Haben zwei Linien ASB und XSY einen Punkt S gemein- 
sam, so heifst er ihr Schnittpunkt; die Linien 
seh neiden einander in diesem Punkte. Man /" 

kann zwei Linien stets in solche Lage gebracht '^'^^^^""-^^ r 
denken, dafs irgend ein Punkt der einen mit einem ^ 

beliebigen Punkte der anderen zusammenfällt. pjg, ^ 
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§ 2. s. 3 

8. a) Eine Fläche ist die Gesamtheit der Lagen einer 
bewegten Linie, deren Punkte verschiedene Linien be- 
schreiben. 

Beispiel; Schnittfläche beim Durch schneiden eines Körpers; Schatten. 

b) Eine Fläche wird durch eine Linie, die Anfangslage der be- 
wegten Linie, einseitig begrenzt, durch diese und durch die End- 
lage 7,weiseitig begrenzt, durch diese beiden und durch die von 
Grenzpunkten der Linie beschriebenen Linien allseitig begrenzt. 
Eine unbegrenzte Fläche kann entstehen durch Bewegung einer 
unbegrenzten Linie, deren Punkte selbst unbegrenzte Linien be- 
sehreiben oder in die Anfangslage der Linie zurückkehren, oder auch 
durch die Bewegung einer geschlossenen Linie, deren Punkte un- 
begrenzte Linien beschreiben. 

c) Zwei Flächen können eine Linie gemeinsam haben, ihre Schnitt- 
linie; die Flächen schneiden einandei in ibi — Man kann zwei 
Flächen stets in eine solche Lage gebracht denken, dafi irgend ein Punkt 
der einen mit einem beliebigen Punkte dei andeien Fläche zusammen- 
föllt und sie einander in einer durch diesen Punkt gehenden Linie schneiden. 

4. Bin Körper ist die Gesamtheit der Lagen, welche e' 



begrenzte Fläche hei ihrer Bewegung der Reihe nach einnimmt, wenn 
dabei die Linien der Fläche verschiedene Flächen besehreiben. 

§ 3. Die gerade Linie. 

1. Die gerüde Linie oder Gerade ist eine unbegrenzte Linie, 
die, wie sie auch durch zwei Punkte gelegt werden mag, stets die- 
selbe Reihe von Punkten enthält. Somit gilt als Grundsatz von 
der Gefaden: 

Dm-eh swei Punkte ist eine Gerade eindeutig hestirmnt. 

Prüfung eines Lineals, indem man es an zwei Punkte anlegt, die 
Linie dnrch diese zieht und es dann andrerseits der g-ezogenen Linie noch- 
mals! anlegt. 
Die durch zwei Punkte gehende ^ jf 

Gerade heifst die Verbindungsgerade ~— ^;— ^ — ■ 
der Punkte, z. B. ^.B. 

Die Punkte einer Geraden bilden eine Punktreihe; die Gerade 
seihst heilst Träger der Punktreihe. 

Eine Linie, von welcher kein Teil mit einem Teile einer Ge- 
raden zur Deckung gebracht werden kann, heifst eine krumme 
Linie (Kurve). 

2. Jeder durch einen Punkt einseitig begrenzte Teil einer Ge- 
raden heifst Strahl; jeder von zwei Strahlen einer Geraden heifst 
Gegenstrahl des anderen. Wird ein Strahl durch eine von seinem 
Grenzpunkt ausgehende Bewegung entstanden gedacht (§ 2, 2a), so 
giebt er mit dieser zugleich auch eine bestimmte Richtung an, sein 
Gegenstrahl die bezügliche Gegenrichtung. 
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3. Wird eine Gerade so bewegt, dafs dabei eiu einziger ihrer 
Punkte an seiner Stelle bleibt, so heifst die Bewegung eine Drehung, 
der Punkt heifst der Drehpunkt. 

Im besonderen kann die Drehung einer Geraden um einen Dreh- 
punkt S derart geschehen, dafs sie mit einer festen Geraden, der 
Leitgeraden, stets einen Punkt gemeinsam behält; hierbei kann sie 
von einer Anfangslage der Geraden 
a und des Schnittpunktes A aus so 
gedreht werden, dafs der Schnitt- 
punkt den einen Strahl AAjA^ oder ' 
ao, dafs er dessen Gegenstrahl jIBj B^ 
durchläuft. Hiemach unterscheidet 
man die Drehung in dem einen 
Drehungssinn (dem Uhrzeiger ent- 
sprechend , Rechtsdrehung} oder 
in dem entgegengesetzten (Links- 
drehung), Der Schnittpunkt rückt dabei in der einen Richtung oder 
in der Gegenrichtung immer weiter, unbegrenzt weit hinaus. Die 
Anschauung zeigt, dafs bei solcher Drehung die von a aus sich 
drehenden Strahlen mehr und mehr der Lage sich nahem, bei der 
sie sehliefalich entgegengesetzte Richtungen SX und SY besitzen, 
also die Richtungen einer Geraden XSY, und zwar einer aolchen, 
welche die Leitgerade nicht schneidet, In dieser Lage heifseu die 
Geraden XSY und AiAB^ parallel zu einander (oder gleich- 
laufend, XSY\\ A^ÄB^). 

Über diese Lage hinaus kann die Drehung in demselben Drehungs- 

simi (j4|, Jg, X) so fortgesetzt werden, dafs der Schnittpunkt von der 

anderen Seite (B^, Bj) wieder in seine urspröngliehe Lage rückt. 

So gelangt man zu dem folgenden Grundsatz von den Parallelen: 

Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden gieht es immer 

eine einzige ihr parallele Gerade, 

d. h. eine solche, welche die gegebene Gerade nicht 
schneidet und welcher eine um den Punkt sich drehende 
Gerade um so naher kommt, je weiter ihr Schnittpunkt 
mit der gegebenen Geraden hinausrückt. 
Wird die drehende Bewegung stets in einerlei Sinn fortgesetzt, bis 
Strahl und Gegenstrahl der bewegten Geraden ihre anfängliche Lage 
vertauscht haben, so ist eine Umdrehung vollendet; wird jene Be- 
wegung aber soweit fortgesetzt, bis die Strahlen selbst wieder in 
ihre Anfangslage zurückgekommen, so ist damit eine ganze oder 
volle Drehung ausgeführt; dieselbe ist gleich zwei Umdrehungen*). 



*) Wird eine Gerade um einen Punfet gedreht, wäbrend sie mi 
)sBenen Linie (Leitlinie) stets einen Punkt gemein bat, so kehrt a 
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4. Zwei Gei'ade, die einander weder schneiden, noch parallel sind, 
heifsea einander kreuzend oder windsühief. 

§ 4. Die ebeue Pläclie. 

1. Die ebene Fläche oder Ebene ist eine allseitig uubegreuzte 
Fläche, die, wie sie auch durch drei, nicht in einer Geraden liegende 
Punkte gelegt werden mag, steta denselben Fiächenraum einnimmt. 
Somit gilt als Grundsatz von der Ebene: 

Durch drei nicht in einer Geraden liegende Fnnkte ist eine Ebene 



Die übereinstimmenden Eigenschaften der Ebene und der 
Geraden (§ 3, i) ergeben: 

a) Eine Gerade durch zwei Funkte einer Ebene fällt vollständiy 
In die Ebene. 

Prüfung eines Eeifsbi'ettos mittels eines Lineals. 

Eine Gerade begrenzt einseitig zwei Teile der Ebene, deren jeder 
Halbebene liejfst; beide beifsen in Bezug auf einander Gegen- 
seiten. 

Wird aufser einer Geraden in der Ebene noch ein Punkt an- 
genommen, so müssen alle Verbiudungsgeraden zwischen dem Punkt 
und den Punkten der Geraden in der Ebene liegen; die Ebene wird 
daher von einer Geraden beschrieben, welche um den Punkt sieh 
drehend eine Umdrehung macht (§ 3, 3), woraus folgt: 

b) Die durch einen, Punkt gehende Parallele su einer Geraden liegt 
in der durch PuM und Gerade bestimmten Ebene. 

Die Geraden einer Ebene, welche dwch einen Punkt gehen, bilden 
einem Strahlenbüsehel (oder Vielstrahl, im besonderen: Zweistrahl, 
Dreisti-ahl n. s. w.); der Punkt selbst heifst der Scheitel desselben. 

Weiter folgt aus a) und b): 

c) Zwei Gerade einer Ebene schneiden einander oder sie sind parallel; 
denn eine derselben kann als Leitgerade, die andere als eine Lage 
der gedrehten Geraden aufgefafst werden. .Und hieraus ergeben sich 
die folgenden zwei Sätze: 

d) Wenn eine Gerade einer Ebene eine von swei Parallelen schneidet, 
so schmeidei sie auch die andere; 

sie kann nämlich der zweiten Parallelen nicht parallel sein, weil 

lieh wieder in ihre Anfangslage zurück. Dies ist nun auch bei der vollen 
Drehung längs einer Geraden der Fall; die Gerade verhält Biet dabei als Leit- 
linie so, ak ob man dm'ch ihre Verlängerung in der einen und anderen llich- 
tung Bu einem eiuzigen bestimmten Punkt gelangen könnte, durch welchen die 
cedrehte Gerade bei ihrer parallelen Läge hindurchgeht. Daher läfst man die 
Ausdrücke ! „Parallele zu einer Geraden" und „Gei-ade nach dem unendlich 
fernen Punkte einer Geraden" dasselbe bedeuten; man will hiermit die Parallele 
als Dnrchgajigsgebilde unter den schneidenden Geraden und zugleich als ein- 
deutig bestimmte Gerade (§ 3, l) kennaeiohaen. 
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6 M. S. 

sonst durch ihren Sclinittpiinkt mit dec ersteren zwei Parallelen zur 
zweiten gingen, was dem Grundsatze von den Parallelen widerspricht^ 

e) Wenn eine Gerade einer Eime einer von swei 
Parallelen parallel ist, so ist sie mteh der anäefen parallel; 

denn wenn a 1| l und wenn h \\ l, so können a und b ■ - «- 

einander nicht schneiden, weil sonst durch ihren Schnitt- " ^,,jg ,5 
punkt zwei Parallelen zu l gingen, was unmöglich ist. 

§ 5. Geometrie der Ebene. 

Im folgenden sollen zunächst nur Figuien der Ebene betrachtet 
werben; darnach heilst dieser Abschnitt Geometrie der Ebene (ebene 
Geometrie, Planimetrie). 

Im ersten Teil werden die geometriechen Gebilde auf ihre Gleich- 
heit und ihren Unterschied untersucht, und es wird deren Abbildung 
oliue Veränderung ihrer Gestalt und Gröfse gelehrt; der aweite Teil 
dagegen wird das Verhältnis der Gebilde und zusammengesetztere Be- 
ziehungen derselben behandeln, sowie deren Abbildung unter Ände- 
rung des Mafses. 



Anhang. 
Über die Art der Darstellung der Geonietrie. 

a) Die Geometrie bestimmt ihrea Stoff durch Erklärungen (Defi- 
nitionen), in welchen von dem Gegenstand der Erklärung soviel aus- 
gesagt wird, als zu semer Bestimmung ausreichend ist. Dazu, gehören die 
Angabe des nächst höheren Begriffs, dem der Gegenstand untergeordnet 
ist, und die unterscheidenden Merkmale gegenüber den unter denselben 
höheren Begriff fallenden beigeordneten Gegenständen. 

b) Unter den Sätzen der Geometrie unterscheidet man den so- 
genannten Grundsatz (Axiom), eine Behauptung, welche als allgemein 
gUltig angenommen wird (§ 3, 1 und 3; § 4, l) und den Lehrsatu 
(Theorem), dessen Gültigkeit durch Zurüokfühning auf einen Grundsatz 
oder einen zuvor bewiesenen Lehrsatz bewiesen wird. 

Der Lehrsatz besteht a) aus der Annahme oder Voraussetzung 
(Hypothesis) , welche den Gegenstand des Lehrsatzes bestimmt imd die 
Bedingungen angiebt, welche erfüllt sein müssen, damit die Aussage 
richtig sei; j3) aus der Behauptung (Thesis), welche eine weitere Aus- 
sage an die gegebenen Bedingungen knüpft. 

e) Der (unmittelbare, direkte) Beweis des Lehrsatzes geht von der 
Voraussetzung aus und zeigt mit Hilfe von Bewegungen oder durch Ilin- 
zuftlgen weiterer Linien (Hilfslinien), dafs zugleich mit den gegebenen 
Bedingungen auch die Bedingungen anderer vorher als richtig erkannter 
Sätze erfüllt sind, so dafs sich die fragliche Behauptung als eine Aussage 
eines solchen vorhergegangenen Satzes ergieht. 

d) Die Umkehrung eines Lehrsatzes besteht darin, dafs in einem 
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neuen Lehrsätze die ursprüngliche Annahme und Behauptung ihre KoUen 
veitauscht haben oder auch iinr Teile von AiinahuiB und Beliauptung'. 

e) Die Umkehrung eines Satzes wird meistens durcli das mittel- 
bare oder ausschliefsende (indirekte) Beweisvert'aliren erwiesen Bei 
diesem werden alle überhaupt denkbaren, der Behauptimg wideisprechen 
den Aussagen aufgeführt und die Unmijgliclikeit dei letzteien wird da 
durch gezeigt, dafs nachgewiesen wird, ihte Annahme widei ipreuUe einem 
alä richtig erkannten Satze oder der VoianSibetzung 

f) Al3 Muster einer in dieser Weise stieng duichgeiülirteu Dai 
Stellung der Geometrie gilt auch jetat nooh ein Weik ubei die Elemente 
der Geometrie {awtxEia) des alexandriniacheu Mathematikers Eukleide=! 
(Euelid, 300 V. Chr.). 



Zweites Kapiiel. 

Die Strecken auf einer Geraden und die Winkel an einem Punkt. 

§ 6. Die Strecke. 

1. Der zwischen zwei Punkten einer Gferaden befindliciie Teil 
derselben heifst Strecke; die Punkte heifseu ihre Grenzpuiikfce; 
jeder der beiden anderen Teile der Geraden heilst Verlängerung 
der Strecke. Die Strecke stellt auch dar den Abstand (die Snt- 
t'ernung) der beiden Punkte von einander, 

Bezeichnung einer Strecke durch einen an oder auf sie gesetzten (kleinen, 
lateinischen) Buchstaben oder durch Neben einandersetzen der an ihren Grenz- 
pnnkten stehenden {grorsen) Buchstaben. 
Jeder der Grenzpunkte einer Strecke kann für die sie erzeugende 
Bewegung Anfangspunkt sein; dann heifst 

der andere Endpunkt. Stets wird der An- ■■ ^'^ .._-_____ — . 

faugspunkt zuerst angegeben: man unterscheidet Fig. j. 

also die Strecke AB von BA. 



Denkt man sich zwei Strecken einer Geraden in derselben Rich- 
tung durchlaufen (etwa AB und BC in Fig. 9), so nennt man sie 
gleichgerichtet; werden sie in entgegengesetzten Kichtungen durch- 
laufen gedacht, so heifsen sie gegengerichtet (AB und CB). 

ä. Zwei Strecken heifsen gleich (z. B. AB = A^B,), wenn sie 
so auf einander gelegt werden können, dafs ihre 
Grenzpunkte einander decken, indem dabei AB ent- 
weder auf j4jBj oder auf B^A^ fällt. ^-— — jl 

Abtragen einer Strecke mit Hilfe eines geradlinig ^g g 

begrenzten Papierstreif ens , auf welchem beim Anlegen 
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3. Zur Messung ron Strecken benützt mau die gesetzlieb 
bestimmte Strecke von, 1 Meter. Ein Meter (m) wird eingeteilt in 
lÜDecimeter (dm), 100 Centimeter (cm), 1000 Millimeter (mm); 
eine Strecke von 1000 m heilst ein Kilometer (km). 

Ale Mals fär die Länge von Strecken hat man iitsprünglict die Llingi? 
gewiaBer Körperteile genommen! so den Fufs (Sobuh), eio Glied des Daumens 
(Zoll), die ausgespannte Hand (Spaane), den Arm (Elle), die ausgespannten 
Arme (Klafter), anoh die Länge des SoUrittee (1000 Schritt = MeUe). Da 
die Körperteile an verschiedenen Personen verschiedene Länge haben, können 
sie kein Baturmafs abgeben. Die französisclie Hationalversammlung hat 
im Jahre 1795 beschlossen, als solches die Länge des 40millionten Teiles 
eines Meridianumfanges der Erde zu bestimmen, und die Measungeu ergaben 
biefür die Länge des jetzt gebräuchliche d Meter. Dieses Grundmafa wurde, 
wie znTor in anderen Ländern, so 1872 auch in Deutschland eingeführt. 

4. Die Summe zweier Strecken erhält man, wenn man die 
eine anf der Verlängerung der anderen vom Greuzpunkt aus abträgt: 

AB-\- BC=ÄC A ^ ^ 

oder ^ ~s' ^~" — "" 

Entsprecliond kann aucli die Summe von mehreren Strecken 
gebildet werden; die Reihenfolge des Äbtragens ist dabei willkürlich, 

5. Dnrch einen Punkt wird eine Strecke in zwei, durch mehrere 
Punkte in mehrere Teilstrecken geteilt, deren Summe gleich der 
ursprünglichen Strecke ist. So ist (Fig. 9) AC durch B in die Teil- 
strecken AB und BC zerlegt. 

Eine Strecke AB heilst kleiner als eine andere AO {AB < AC), 
wenn sie nur einem Teile der letzteren gleich ist; die letztere heilst 
grölser als erstere {AC~;> AB). 

Wird von zwei ungleichen Strecken die kleinere auf der gröfseren 
von einem Grenzpunkte aus abgetragen, so dals sie einen Teil der 
gröfseren deckt, so heilst der nicht gedeckte Teil der Unterschied 
(die Differenz) beider: 

AC~BC^AB, ebenso: AC ~ AB = BC , 
oder s — '>' ^ 'l, „ s — g=r. 

Um Piue Strecke au balbieien kann mm eine Stiecke wtkhe nli-h dein 
Algenmais ungefahi gleich dei HSlftc der t,egebecen Stiei,ke lat von beiden 
Grenzpnnkten aus einwärts abtragen un I dann mit dci in dei Mitti ^ebil- 
ieten Strecke ebenso verfahren bsw diese nach dem Äugenmaft halbieren. 

() Wild eme dei beiden Richtungen e upi Geiaden d,ls j ositiv 
bozei hnet so ist Jie (legenuehtung negativ /u nehmen unl el enfo die 
m dem 1 ezu liehen Smne d ichKifenea St e kcn d h 

-{-BA= Ah, all Ah-\-hA-=-} 

Hiernach gilt tüi die Älstfende ngend dieiei Punkte A L < emer Ge- 
iad-=n (Pi 10 die Gleiuhun^ 

47; -[- Bf = 4f 
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wobei es einerlei ist, in welcher Eeiheiifolgo die Punkte liegen; denn die 
linke Seite der Gleichung bedeutet stete eine Bewegung von A bis B 
und von da weiter bis C, so dafs man scbliefslicb von A nach C ge- 
kommen ist, wie dies die rechte Seite fordert. 

Den Begriff: „Teihrag einer Strecke ÄC durch einen Punkt B" dehnt 
man auch, auf den Fall aus, dafs B auf der Verlängerung von AC oder 
CA liegt; B heifst dann äufserer Teilpuukt, AB und Bö sind die 
dabei entstehenden Teilstrecken. Eine der letzteren ist dann negativ 
KU nehmen, uij4 zwar mufs, wenn AC positiv gewählt ist, die der liich- 



tong AC entgegeugeaeti;te Teilstrecke negativ genommen werden. — 
Aus der Gleiclintig: 

AB -\- BC = AC 
folgen noch die weiteieu: 

AC — BC = AB; AC~- AB == BC; 

AB + BC + CA = 0. 
7. Wie Strecken, so können auch ganze Puuktreiheu auf ein- 
ander gelegt werden. 

a) Kann dies so geschehen, dafs je ein Punkt der einen Eeihe auf 
einen der anderen Reihe fällt (diesen deckt), . B C 

so heifsen die Punkf reihen ttbereinstim- __- ^ — __. — . 

mend (kongiaent, 00 } Weiden die hieibei '-""^ ^i ^ 

zur Deckung kommenden Punkte, Eich * ^ "' 

tungen, Stiecken ,entR(jiechende" genannt, so gilt also; 

EntsprficJmt^e bhcclcn iibet emshmmender FunUrdhen sind gleichg^-ofs. 

b) Kommen awei üb ei einstimmende Punktieihen auf dieselbe Gerade 
zu liegen, aber so, dafs sie emandei nicht decken, so sind zwei Fälle möglich. 

k) Die Punktreihen sind gleichgerichtet. Fallen hierbei ent- 
sprechende Punkte, wie A und A^ oder B und 2f^, nicht zusammen 
(Fig. 12), so folgt aus 

dafs auch; ~^ , '-,— . — . . 

AB + BA, = BA. + Ä.B, "^ ^' ^' 

' ' 1 I I 1 Y-^s- lt. 

oderr AA^ = BB^ 

sein mufs, d. h.: 

lAegen üheremsUmmmde Fwtklreiheti glekhgericIiM auf einer Geraden, 
so sind die von entsprechendm Punktpaarm hegremfen Strecken gleidigrofs. 

ß) Die Punktreihen sind gegengerichtet. Ist dtiim M die Mitte 
zwischen irgend zwei entsprechen- j£ _A JS 

den Punkten A imd A. (Fig. 13), ?^~— j :■ -- ■ ■ — 

SO tolgt aus: j.ig. ,(,, 
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AB = B^A^, 
dafs auch: IIA + AB = B,A, -\- A,M 

oder: MB = B^M 

lem muCh, d L 

Liegen tlbirpimtintmmdi. PitriklreUien gegengerlddet auf einer Geraden, 
so iit die Mitlü misdi^i irgend cwei enlsprechmden Punkten auch die Mitte 
aUef übrigen etii^t eckenden Piinktpaare. Biese)' MittefptmU entsprickt sich 
leUisl m heiden Pii/iMreiJim 

§ 7. Der Winkel. 

1. Die Ebene wird durch zwei Strahlen eines Punktes in zwei 
Teile verlegt: jeder solche Teil der Ebene lieifst ein Winkel; 
die beiden Strahlen heifsen seine Schenkel, deren Schnittpunkt sein 
Scheitel. Die Begrenzung des Ebenenteils zwischen beiden Schenkeln 
ist willkürlich und bleibt aufser Betraehfc: der Winkel wird als offener 
Baum gedacht. 

Die Bezeichnung des Wiakols geschieht (Fig. 1-1) durch Angabe seines 
Scheitels (-^ 0), odei- durch einen zwischen aeine Schenkel gesetsten Buch- 
staben (-^ a), oder durcli Angabe seiner Schenkel (-^ all) oder durch An- 
gabe von Schenkehi und Scheitel {-^ AOB); im 
letzten FaUemufa der Bu Chat ab e am Scheitel 
stets an mittlerer Stelle genannt werden. 
Nnr die zweite dieser vier Bezeichnunga weisen 
{•^ «) läfat erkennen, welcher der beiden Winkel _... 
gemeint ist, die einander zur Ebene erganzen. 
Wecn nicht ausdrfloklicli andera bestimmt wird, 
aoll künftig nur der Teil der Ebene, welcher die •'' 
Gegenstralileü der Schenkel OA und OB nicht 
enthält, als „Winkel der beiden Strahlen" gemeint 
Ein Winkel kann aufgefafst werden 
als durch Drehung eines Strahles entstanden; 
von jedem der Schenkel aus kann dabei die 
Drehung beginnen. Stets wird die Anfangs- 
lage zuerst genannt: man unterscheidet also 
^ab von -^ ba, bzw. ^AOB von -^ BOA. 

Beispiel: Vorrichten und Zurückrichton ' rig, 15. 

eines TJbrneigera. 

Bildlich läist sich der Drehungsainu durch einen beigeseteten Bogen mit 
Pfeil spitae andeuten. 
Denkt man sich (Fig. 15) zwei Winkel einer Ebene in demselben 
Drehungssinne beschrieben (z. B. -^ab und «jf^i), so nennt man sie 
gleichwendig; werden sie im entgegengesetzten Drehungseinn be- 
schrieben gedacht (z. B. ^ ab und a^i^), so heifsen sie gegen wendig. 

2. Zwei Winkel heifsen gleich, wenn sie von demselben Punkte 
und Strahl aus nach einerlei Seite des letzteren angetragen einander 
vollständig decken, indem auch ihre zweiten Schenkel zusamnien- 
failen, z. B. (Fig. 14 und 14al: 

^«^ =«, -^a^b.^ah, -^ A,O^B, ^ AOB. 
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Zum Übertragen von Winkeln kann ein Papier in 
Form des Winkel ^ hn tt werden ■ — oder es wird 
ein Blatt mit e m '^t hl f den eiuen Schenkel 
gelegt und die La d nd n Schenkels an einer 
aweiten Grenaliu e g m kt — Beim Winkelniessur 
iat letztere Linie (K ) t It, dafg den einzelnen 

Teilen gleiche W nk 1 t p h n. 

ä. Die Sun me we e Winkel erhält man, wenn man den 
einen an den andern anträgt, so dafs sie den Sclieitel und einen 
ftcliejikel gemeinsam haben. Entsprechend entsteht durch weiteres 
Winkel antragen die Summe mehrerer Winkel. 

4. Ein Strahl durch den Scheitel und die Fläche eines Winkels 
zerlegt denselhen in zwei, mehrere solche Strahlen 
zerlegen ihn in mehrere Teilwinkel, deren Summe 
gleich dem iirspr (In glichen Winkel ist. So ist -^ ac 
durch i in die zwei Teilwinkel -^ ah imd -^ bc zer- 
legt (oder -^^OC durch 07? in <^0J? und -^BOC). 

Ein Witikel heifst kleiner als ein anderer, ng. le. 

wenn erstcrer nur einem Teile des letüteren gleich 
ist; der letztere heifst grofser als der erstere. So ist (Fig. 16) 
■^ab<ae oder ^ae>ab. 
Wird von zwei ungleichen Winkeln der kleinere in den gröfsereu 
an demselben Scheitel so eingetragen, dafs ein Sehenkel gemeinsam 
wird und der kleinere einen Teil des gröfseren deckt, so heifst der 
nicht gedeckte Teil der Unterschied (die Differenz) beider: 
^ac — bc = ab. 
Die HalbiernBg eines Winkels nach dem Augenmafs wird erleichtert 
durch vorheriges Äbtragen gleicher Winkel von den Schenkeln des ge- 
gebenen ans einwärts. 

5. a) Wenn bei einem (oder bei der Summe 
mehrerer) Winkel der letzte Schenkel mit dem ersten 
zusammenfällt, so ist dies ein voller Winkel; der- 
selbe entspricht einer vollen Drehung (§ 3, a) und 
umfafst die ganze Ebene, z. B. (Fig. 17): t-ig.ri. 

*« + /» + r + « + •• 

b) Wenn bei einem (oder hei der Summe mehrerer) Winkel dei 
letzte Schenkel der Gegenstrahl des ersteren 
ist, so ist dies ein gestreckter Winkel; 
derselbe entspricht der Hälfte einer vollen 
Drehung und umfafst eine Halbebene; 
die Hälfte des vollen Winkels, z. B. (Fi} 

Alle vollen Winkel sind einander gleich, ebenso alle gestreckten 
Winkel; denn alle Geraden können zur Deckung gebracht werden. 
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§ 7. 



c) Der vierte Teil des vollen oder die Hälfte des gestreckten 
Wiükels lieifst ein rechter Winkel (z.B. -^^00= COB = E);iie 
Schenkel eines rechten Winkels heifsea senkrecht 
(normal) zu einander, was man foigendermaTseii 
heaeiehnet: 

OC±OA oder: OA±OC. 

Alle rechten Winkel sind einande}- gleich 
als Hälften gleicher Winkel. ^ ^,, "^^ ^ 

d) Für die Messung der Winkel ist der '* 
Vollwinkel (= iE) das natürliche MaTs. Er wird gewöhnlich in 
360 gleiche Teile, Grade ("), eingeteilt, so dafs der gestreckte 
Winkel (= 2E) 180" und der rechte Winkel 90" enthält. Der Grad 
wird in 60 Minuten ('), die Minute in 60 Sekunden (") eingeteilt. 

Der Vollwinkel wurde Bohon von den Üabylonioni in 360 Grade ein- 
geteilt, da, sie meiuteu, die Sonne besoiireibe in 360 T^ea eiueii vollen 
Umlauf am Sternhimmel, so dafs also ein Grad dem acbeinboren Fort- 
schreiten (gradua) der Sonne -während eines Tages entspräche. Die Bahy- 
lonier bedienten siuh auch eines sex^esimalen Zahlecaysteines, indem sie je 
00 Einheiten zu einer Einheit höheren Ranges vereinten, und wolil sie schon 
haben, wie später allgemein die griechischen Astronomen und die des Mittel- 
alters, mit SeEaeesimalbrüchen gereohuet. So wurden denn auch vielfacli bis 
auf die neueste Zeit die Mafse in 60 oder 60 : 5 = 12 gleiche Teile zur Be- 
stimmung kleinerer Mafse zerlegt; der Grad wurde in 60' ^ Minuten 
(partes minutae primae), die Minute in 00" =^ Sekuudeu (p. min. aeenndae) 
geteilt. Erst bei der Einführung der decimalen Teilung der Längenmafse 
{§ 6, 3) hat man auch den rechten Winkel in lUO Grade, den Grad in 
iOO Mmuten geteilt. Dies gewährt für Bruchteile von Graden einen Vorteil 
in der Kechnnng; die alte, noch immer vielgebrauchte Einteilung hat da- 
gegen den Vorzug , dafs eine gröfsere Anzahl von Teilen des Vollwinkels in 
ganzen Graden ausgedrückt werden kann, 

e) Die Strahlen (z B g und q^), welche von einem Puukt einer 
Genden aus beideiseits von dieser und senkrecht zu ihr errichtet 
werden, bilden die Sehenkel eines aus 22J zu- 
sammen geset7ten, d h gestreckten Winkels, also eine 
Gerade Hieraus folgt 

In einem Funkte emer Geiaden gieht es m dieser 
nm eine Senhei,hte (m det hbene). 

Zwei zu emander Senkrechte (oder rechte Winkel) 
werden z B eibalten wenn man ein Papier falzt oder 
geiadlimg sthneidet, dann zwei Punkte der Geraden zur 
Deckung biingt und da^ Papier dbermals falzt. 

Zum Zeichneu von Senkieohten zu einer Ge- 
laden (odei zum Antragen von rechten Winkeln) be- 
dient man sich eines sog Winkelscheites. Prüfung 
eines solchen durch Anlegen an die beiden Gegenstrablea 
irnes Punktoi 

f) Bin Wmkel, dei kleiner als 2B, heilst hohl 
(konkav); einer, der grofser als 2R, heilst erhaben 
(konvex). 

Bin Winkel, der kleiner als lli, heilst ein spitzer 



^ 
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gröCser als \R, heiCst ein stumpfer Winkel; beide Arten heifsen auch 
schiefe Winkel (im Gegensätze zum Rechten). 

6. Durch zwei einamler sehneidende Gerade werden vier Winkel 
gebildet; für Paare derselben hat man besondere Namen. 

a) Nebenwinkel nennt man zwei Winkel^ > 
welche einen Schenkel gememsam haben, während / 
die beiden anderen Sehenkel eine Gerade bilden, z. B, / 

-^ÄOB nnd ^BOC. /_ 

Weil die Summe zweier aolchen stets einen ge- 
streckten Winkel bildet, so gilt der Satz: 

Die Summe zweier Nebenwinkel ist gleich 
Zusatz. Weno (Fig. 23) « und ß je die 
Hälften zweier Nebenwinkel sind, so ist 

2k + 2^ = 2B, also: a-\- ß=^B, ä. h.: 
Die SaUnerenden zweien- Nebenwinkel sind zn 
einander senkrecht. 

b) Scheitelwinkel nennt man zwei Winkel 
Schenkel des einen die Gegenstrahlen der Schenkel 
des anderen sind, z. B. 

■^ a und y, ebenso: -^ ß und d. 
Weil solche zwei Winkel durch einen gemeinsamen 
Nebenwinkel zu 2R ergänzt werden, weil also z 
^a + ß=2R = ^y-\-ß., 
.so folgt; 

■^ct = y, 




d. h.: 

Scheitelwinkel sind einander gleich. 

Uoter Winkel zweier Geraden kann mar 
verülehen, welche die von ihrem Schnittpunkt 
gehenden Strahlen mit einander bilden. Dieae Winkel 
sind teils einander gleich, teile ei^änzen sie einander 
zn 2Jf. Dagegen ist, nuter der in 1) gegebenen Ein- 
KchrilnljnQg, der Winkel zweier Eichtungen, d. h. 
der Winkel ihrer bezüglichen Strahlen vollständig be- 
stimmt. So ist K. B, in Fig. 25 der Winkel der beiden 
durch Pfeile angedeuteten Eichtnngen der Winkel AOB. 

7. Wird die Drehung einer Geraden im einen kh ss. 

Dreliungasinn (§ 3, 3) als positiv bezeichnet, so 

ist die im ontgegenge setzten als negativ zu nehmen, und ebenso die je 
in diesem Drehungssinne beschriebenen Winkel, d. h. (Fig. 26): 

-(- 6« = ^ ah, also: -^ öfc + öa = 0. 
Hiernach gilt für die Winkel irgend dreier Strahlen «, ö, c eines Punktes 
(Fig. 26) die Gleichung: 

^ aJ> + bc^ac, 
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§ 1. 






ä einerlei ist, in welcher Reihenfolge die Strahlen liegen; denn die 
ite der Gleichung bedeutet stets eine Drehung von a bis h und 
¥on da bis c, so daTs man von a aus schliefslich nach c gekommen ist. 
Den Begriff: „Teilung eines Winkels durch einen Strahl" überträgt 
man auch auf den Fall, dafs der durch den Scheitel gehende Strahl ?) 
aufserhalb des Winkels ac liegt; der Strahl heifst dann änfserer Teil- 
strahl, und -^«6 und hc sind die dabei entstehenden Teilwinkel. 
Einer der letzteren ist dann als negativ zu nehmen, und zwar mufs, wenn 




-^ ac positiv gewählt ist, derjenige Teilwinkel negativ genommen werden 
welcher gegenwendig znr Drehung von ac ist. — Aus der Gleichung: 

^ah-^hc = ac 
folgen noch die weiteren : 

■^ac — hr^il <^a — iTj = U 

^ah-\-lr + ci='l\ 

Anmerkung 'Stellt man die Bedmgung diK alle vuikommendet 
Winkel als gleit h wendige antzufassen sind bn dafs also luih kcnvexi 
Winkel in Betracht kiminen können (z B ^hc m 
Fig. 27), so sind die vorstehenden Gleichunc^en nicht un 
bedingt richtig, indem die linke und rechte beite sich ^_^ 
noch um volle Diehungen odei VoUwinkel unter sei ei den j ^ i 

kSnnenj; solche volle Drehungen andern aber die si-hliefs 
liehe Lage und E ht g d St-ahl nicht 

8. Wie Wi k 1 könu h ■uize Strahlen- fj«. a7. 

biisehel mit ihi Shtl tmdi gelegt werden. 

a) Kann di h h d T ]e ein Strahl des einen Büschels 

mit einem des 1 Et h 1 mmenfäUt (Fig. 28), so heifsen die 

Büschel llbereint m 1 A hh heifsen die zur Deckung kommenden 
Strahlen und Winkel, sowie die Drehungssinne der letzteren „entsprechend"; 
demnach gilt: 

losbrechende Winkel ÜbereinsUmmettder StraMenbüschd smd einander 



\ 





b) Haben Kwei übereinstim 
geineinsaHi, so sind zwei Fälle i 



inde Sti-ahlenbüschel den Scheitelpunkt 
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K)|Die Strahleiiliüsehel sind gleichwendig. Fallen hierbei ent- 
sprechende Strahlen, wie a und d^ oder ö und \ nicht zusammen (Fig. 29«), 
so folgt] ganz wie oben 8. 9 (§ 6, 7): 

Liegen ühereinstimmmde StraMenbüschd gldchteendiff an demselben 
Scheitel, so sind die Wi^el ewiscken mtsprechenden SlraMertpaarm einander 



Ist dann m die Winkel- 
; % (Fig. 29)3), so folgt 



|3) Die Strahl enbüschel sind gegenwei 
halbier endo zweier entsprechenden Strahlen ( 
wieder wie oben S. 10 {§ 6, 7): 

Liegen tibereinslimmende Strahlmbüschel gegenwendig 
Scheitel, so ist die Winkelkalbierende zweier entspreehmden Strählen amUi 
WinlcelJiaV>ierende aller anderen entspreckenden Sbrahlexpaare; diese WittJcel- 
luilbierenje entspricht sich selbst in heiden Büscheln. 



% 8. ßeueminng der J^ignreB und ilirer Strecken und Winkel. 

1. Eine Vereinigung von Punkten and Linien in der Ebene 
bildet eine ebene Figur (§ 1, s). Sind deren Linien alle gerade, 
so heifst sie geradlinig, andernfalls krummlinig oder gemischt- 
liaig. 



3. Dreieck heifst eine Gruppe 
von drei nicht in einer Geraden 
liegenden Punkten samt ihren drei 
VerbindungHgeraden. 



2'. Dreiseit heifst eine Gruppe 
von drei nicht durch einen Punkt 
gehenden Geraden samt ihren drei 
Schnittpunkten. 



Die Punkte heifsen Ecken, die Geraden Seiten des Dreiecks 
oder Dreiaeits. Wird von einer Seite als Gröfse gesprochen, so ist 
die Strecke zwischen zwei Ecken gemeint. Der Winkel zwischeii 
zwei aolchen Strecken heifst Winkel (auch Innenwinkel) des Drei- 
ecks oder Dreiseits; Winkel und Seiten zusammen heifsen dessen 
Stücke. 

Jedem Eck oder Winkel liegt eine Seite gegenüber, dessen ■ 
Gegenseite; jeder Seite liegt ein Eck und ein Winkel gegenüber, 
dessen Gegeneck und Gegenwinkel, 

„Dreieck" oder „Dreiseit" wird oft kuta durch A hezeiclinet. 

3. a) Werden vier Punkte, von weichen keine drei auf einer 
Geraden liegen, durch aufeinander folgende Strecken so verbunden, 
dafs diese aufser jenen vier Punkten keine weiteren Schnittpunkte 
haben, so entsteht ein Viereck mit vier (Innen-) Winkeln und 
vier Seiten, zusammen acht Stücken, Sind alle Winkel hohle, so 
heifst das Viereck ein gewöhnliches (Fi g, 30a); ist aber einer der 
Winkel nicht hohl, so ist das Viereck ein solches mit einspringen- 
dem Eck (Fi g, 30b). Die Entstehung des Vierseits ergiebt sich 
entsprechend wie in 2' die des Dreiseits. 
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Jedem Eck, jedem Winkel, jeder Seite liegt sein Gegeneck, 
bezw. sein Gegenwinkel, ihre Gegenseite gegenüber. Verbindunga- 
geraden von Gegenecken heifsen Eckenlinien (Diagonaleu). 

b) Ein Viereck lieifst ein Parallelogramm (Fig. 31), wenn 
zweimal zwei, es heifst Trapez (Fig. 32), wenn nur einmal zwei 
Gegenseiten parallel sind. 




4. Bin Geradenzug entstellt, wenn ein Punkt die Verbindungs- 
strecken mehrerer Punkte der Reihe nach durehlUuft, z. B. 12 34 5... 
in Fig. 33. Wird der Geradenzug bis 

zum Ausgangspunkte fortgesetzt, ohne il---''^ * j.'!" •V'^^ 
daJs die Strecken einander schneiden, so j '^j f \.*- 

entsteht ein Vieleck, im besonderen / ^ J £_ J 

ein Fünfeck (Fig. 34), Sechseck U.S. w. ' pig.^s. *" ' "pig.a*. ^ 

Das Vieleck begrenzt einen Teil der 

Ebene ringsum; der umgrenzte Teil heifst das Innere des Vielecks, 

Die Punkte heifsen seine Ecken, die Verbindungsstrecken je 
zweier aufeinander folgenden Ecken seine Seiten, die Summe der 
Seiten sein Umfang, die Verbindungsgeraden zweier nicht aufeinander 
folgenden Ecken seine Eckenlinien (Diagonalen). 

Anmerkung. Weim von je drei aufeinander folgenden Seiten eines 
Vielecks die ei-ste und dritte einerseits der Geraden liegen, welche durch 
die zweite Seite bestimmt ist, so sind die Winkel des Vielecks hohle 
(§ 7, .5f); dieses heifst dann hohlwinkeliges oder gewöhnliches 
Vieleck (Fig. 34). Sind nicht alle Winkel hohl, so besitzt das Vieleck 
ein oder mehrere einspringende Ecken (Fig. 35b). — Als Vieleck 
gilt auch ein geschlossener fieradenzng, ilesaen Seiten strecken einander 



^.^ 



schneiden, ein solches Vieleck heifst ein iih© 
Vieleck, Drudenfufs). Als Beispiel sind in Pij 
lioiien Gestalten eines Fünfecks dargestellt. 



enea Vieleck (Stern- 
) verschiedenen mög- 
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5. Zur Vergleichung zweier Figuren legt man diese oder 
Teile von ihnen, auf einander; kommen sie hierbei vollständig zur 
Deckung, so heifsen sie übereinstimmend (kongruent, t-o); die Teile, 
welche zur Deckung kommen, heifsen (auch nach aufgehobener 
Deckung) einander entsprechend. 

Die Erkenntnis, dafs zwei Figuren übereinstimmen, wird ent- 
weder dadurch erzielt, dafs man sie durch eine Bewegung der einen 
Figur thatsäcblich zur Deckung bringt, oder dafs man sich die ent- 
sprechende Bewegung ausgeführt denkt und die Möglichkeit nach- 
weist, die Figuren zur Deckung zu bringen. 

Im folgenden Abschnitt werden die diesem Zweck dienenden 
Bewegungsarten an geradlinigen Figuren behandelt. 

6. Aus der gegenseitigen Bestimmung der Lage von Punkten 
und Geraden (§ 3, l) ergeben sich filr die Deckung dieser Grund- 



a) Jfkt^eckende , PunJde liefen 
auf entsprechenden Geradm. 

b) Der Yerhiyidungsgeraden(Strecke) 
zweier Ptmkie enfepricAf die Verhin- 
dungsgerade (Strecke) der attsprechen- 
den Punkte. 



•■) _ 

dm-eh entsprechende PunJcie. 

b') Dem ScJmittipanht (Wirüid) 
sweier Geraden entspricht der Schnitt- 
punkt (WinM) der entsprechenden 
Geraden. 
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IT. Abschnitt. 
Strecken und Winkel geradliniger Figuren. 

Drittes Kapitel. 



Vergleiehuiig v 



Die Umdrehung, 
n Strecken und von Winfeeln einer geradlinigen Figur. 



g 9. Figuren mit. einem Mittelpunkt. 

1. Ein Strahl a (Fig. 36) kommt dnrch eine Umdreliung zur 
Deckung mit seinem Gegenstrahle a, (§ 3, .h); ein Punkt A auf a 
kommt dabei nach A,, nnd es ist A^M = MA. 

Wird mit a zugleich ein -^ ah umgedreht, so kommt dieser in 
die neue Lage «i^, , und weil dann 

•^ Zlßj = &«j 4* ''l^l = ^C'l +«&=«& + &«! ^ ß«! == 2}i, 
so erreicht der zweite Schenkel h seinen Gegenstrahl h,, -^ ffl& deckt 
also seinen Scheitelwinkel CT|6|. Ein Punkt B auf b kommt dabei 
nachBj, wo B^M = MB-^ zugleich evhiilt die Verbinduugsgerade JJ5 




die Lage A, B, (§ 8, g). Weitere Strahlen c, d, . . ., die mit a durch 
beliebige Winkel fest verbunden sind, kommen gleicherweise in die 
Lage C,,rf,, . . ., weil -^«ir, =ae, ^«,(7, = Hrf u. s. w.; ein Punkt 
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kommt nach Cj, D nach D^, ..., wobei C^M = MC, . . . ist. Die 
Figur ABCD . . . erhält dadurch die neue Lage Ä^B^C^D^ ■■ ■ . 

Eine solche Bewegung einer ebenen Figur, bei welcher ein 
Punkt JHTfest bleibt, während ein Strahl dieses Punktes in der Ebene 
eine Umdrehung macht, nennt man die Umdrehung der Figur um 
«Jen Drehpunkt M. 

2. Man sagt nun von zwei Figuren, dafs sie von einem 
Mittelpunkt aus gegengesetzt* liegen (diametral** sind iu 
Bezug auf eineu Punkt), wenn ihre Punkte paarweise auf Rtrahi 
und Gegenstrah! dieses Punktes in gleichem Abstand von ihm liegen. 
Das Zeichen hierfür ist ]/\. 

Zwei solche Figuren bilden zusammen eine Figur mit einem 
Mittelpunkt (centrische Figur). 

Da durch die Umdrehung um den Mittelpunkt ein Punkt die 
Stelle erreicht, die genau ebenso bestimmt ist, wie der gegengesetzte 
Punkt, so folgt: 

Durch die Umdrehung einei- Figur um einen Funkt erhält sie die Lage 
ä0>' gegengesetsten Figur in Bemg auf diesen JPunJi^ als Mittelpunkt. 

3. Aus Vorstehendem folgt als einfachster Fall: 

a) Zwei Punkte liegen von der Mitte ihrer Strecke aus gegmgesetst, 
und insbesondere folgt für den Mittelpunkt: 

b) In gegengesetzten Figuren entspricht der Mittelpunkt sich selbst 
und jeder Strahl desselben seinem GegenstraM. 

§ 10. Parallellage zweier Geraden mit einem Mittelpunkt. 

1. Wenn A]/\Ä„ B\f\B^ in Bezug auf den Mittelpunkt M, so 
kommt durch die Umdrehung nm J/die Gerade AB auf A^B^ (§ 3, i); 
daher sind auch die Punkte beider 

Geraden paarweise gegengesetzt (§9,2), x ^^ ^— ^^ 

Würden nun diese gegengesetzten Ge- ''--Jw 

raden einander in einem Punkte /^-v, 

schneiden, so mUfste auch dieser Y ~ — j S^ " ' X ^ 

Schnittpunkt durch die Umdrehung ^ ' 

in die gegengesetzte Lage kommen; '""■ '' 

somit müfste der dem Schuittpunkt gegengesetzte Punkt ebenfalls 

beiden Geraden angehören, was unmöglich ist (§ 3, i); also können 

die Geraden ^IB und A^B^ keinen Schnittpunkt haben, d. h.: 

Zwei gegengesetste Gerade sind parallel. 

*) Wo künftig ein MifsversISiitliiia auBgescliloaseii ist , soll der Zusatz 
„von eiaetn Mittelpunkt aus" weggelassen werden, und es soll einfach von 
„gegengeae taten Figuren" die Rede sein, 

**) Der Name kommt von „Diaraetor", d. h. Durchmesser, e. B. eines 
Kreises; die Qt'enzpunkte eine» solchen Durchmesaeca liegen gegengesetzt iu 
BeKug auf die Kreismitte. 
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2. Die gegen gesetzten Strahlen AX und Ä^X^ liegen auf den 
Gegenseiten der Verbindungsgeraden AA, ihrer Grenzpunkte. Derart 
auf zwei Parallelen liegende Strahlen heifsen gegengericlitet, 
während auf derselben Seite liegende, wie AX und AiYj, gleich- 
gerichtet heifsen (vgl. § 6, i). Somit folgt: 

a) Zwei gegmyesetcte Strahlen sind g 

Hiernach decken einander stets der zu einem Strahl AX gegen- 
gesetzte Strahl A^Xi eines Punktes A^ und der ersterem gegen- 
geriehtete Strahl dieses Punktes, woraus nun auch umgekehrt folgt: 

b) Zwei gegengericMde Strahlen liegen gegmgesetst in Bemg auf 
die Mitte der Strecke ihrer Grenspunkte. 

3. Wie zwei parallele Strahlen, so lassen sich auch zwei 
parallele Strecken je nach den Richtungen von ihren Anfangspunkten 
aus als gleichgerichtete (wie AB und S^Ä^ in Fig. 37) oder als 
gegen gerichtete (wie AB und J,Bj) unterscheiden 

Aus der Deckung nach der Umdrehung folgt 
Zuei gegmqe^etsk Sheckeii sind glftchgtofs imd gegenget irlitef ; 
suei gegpiigebptste Wmlel sind gleichfj>o/s vnd gleicJmcndtg 

^11 Winkel zweiei Parallelen mit einei flutten Geraden 

1. Werden zwei Gerade von einer dritten geschnitten, so ent- 
stehen an jedem Schnittpunkte der letzteren 
vier Winkel, die wir uns stets durch Drehung 
von der dritten Geraden aus entstanden denken ; 
man kann dann je zwei dieser Winkel unter- 
scheiden als gleichwendige (z.B. -^ß und 
(Ej, oder « und y^ und als gegenwendige 
(z. B. -^ K und ^1, oder u und ß^. 

2. a) Für solche Winkeipaare folgt aus 
§ 7, 6a und b der Satz: ^'»- =^- 

Wenn an den beiden Schnittpunkten sweier Geraden mit dner dritleji 
ewei gUichwmtdige Winkd einander- gleich sind, oder wenn die Summe 
eweier gegenwendigen Winkel 2M heträgt, so gilt dasselbe für alle 
solche Winkelpaare. 

b) Unter denselben Voraussetzungen können die auf den Gegen- 
seiten der dritten Geraden liegenden gleichwendigen Winkel (z. M.-^a 
und y,) durch die Umdrehung nm die Mitte M ihrer Seh eitel strecke 
zur Deckung gebracht werden; daher liegen die beiden Geraden gegen- 
gesetzt und sind deshalb parallel (§ 10, l); d. h.: 

Wenn zwei gldchw&ndige Winkd sweier Geraden mit einer 
dritten mumäer gleich sind, so sind die beiden Geraden 
parallel, ebenso icenn die Stimme ztvder gegemoendigen Winkel 
2_ß l 
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Man b nut b d Ben 8at um Ze chn n • 
man an d e te G ad Z das Wink 1 he t anl t 
1 t te n n L ue*l Iiqü d f thitlt und das 

W nl. 1 li t da an h 1 1 b 1 b t fl 1 

St nlmPnktP btd hwlhnl 
P 11 1 U g n w d n 11 

3 Umgekel rt folgt 
An den ScJmzttpunlten «m eter Fat alhlen 
mit einer dritten Geraden sind swä gleich- 
wendige Winkel gleich und die Summe 
zweier gegenwendigen Winkel beträgt 2S,; 
denn die gegengericLteten Strahlen OA und O^A^ (Fig. 38) liegen 
gegengesetzt in Bezug auf die Mitte M der Sclieitelstreeke (§ 10, ab), 
so dafs je zwei auf den Gegenseiten liegende gleich wendige Winkel 
(z. B. -^ a und j-j) nach der Umdrehung einander decken. 

Zwei gleiohweiuligo Winkel auf den Gegenseiten der nicht parallelen 
Geraden (-^ « und yj^) können daher als gegeiigesetute beneicbnet werden, 
dagegen zwei solche auf einerlei Seite (-^ a und «j) als gleichgerichtete 
(vgl. § 21, 1 und 2). 

■t. Im besonderen Falle, wenn der Winkel zwischen eiaer der 
beiden Geraden und der dritten ein rechter ist folgt aus 3: 



■ Geraden ist, 



a) Wenn von swei Parallelen eine senkrecht su 
so ist es auch die andere, 
und aus 2b: 

b) Alle SU einer Geraden senhrecliten Geraden 
(einer Mhene) sind parallel. 

Hiervon macbt man Anwendung zum Zöichuon 
von Parallelen (Fig. 40). 
Weil also die Senkrechten zu einer Geraden 
keinen Punkt gemeinsam haben können, so er- 
giebt sieh der Satz: 

c) Durch einen Punkt attfser einer Geraden gieU es zu dieser 
Geraden mw eine Senkrechte. 




§ 12. Streckeii imd Winkel l)ei mehreren Parallelen. 

(Gegengesetzte Punktreihea und Strahlenbttschel.) 
1. a) Werden zwei Parallele von zwei anderen Parallelen ge- 
schnitten, so werden parallele Strecken begrenzt, ABaaä. A^S,, und 
diese vertauschen bei der Umdrehung der ganzen 

Figur um die Mitte M zweier gegenüberliegen- — „__^/ .^_ 

den Schnittpunkte ihre Lage (§ 10, ab), somit / "--.iif / 

ist AB = A,B,; d. h.: -^ ^^- 

Parallele Strecken zwischen Parallelen ' j..^^ ^j 
sind einander gleich. 
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b) Umgekehrt: wenn die zwei gegen gerichteten Strecken AB 
und Ai Bi einander gleich sind, so müssen durch die Umdrehung um 
die Mitte M der Strecke AA, zunächst die gegen gerichteten Strahlen 
AB und Aj^B^, dann wegen der Gleichheit der Strecken auch deren 
Endpunkte B und Bj ihre Lage vertauschen, somit auch die Geraden 
ABl und^jB; daher liegen diese (reraden gegengesetzt, sind also 
parallel. Beachtet man, dafs von der Geraden AB^ aus die Strecken 
AS und B,A^ gleichgerichtet liegen, so ergiebt sich der Satz: 

Die VerUndungsstrecke der Anfang^imUe gleicher gleidigerichteier 
Strecken ist parallel itnd gleich der VejMnätmgsstrecke ihrer Bn^unlcte. 

2. Im besonderen Falle, wenn das eine Paar von Parallelen 
auf dem anderen senkrecht steht, folgt aas la: 

a) Senkrechte Strecken ztvisclien swei Barallelen sind einander gleich ; — 
die Gröfse der senkrechten Strecke heilst Abstand der beiden Parallelen; 
und aus Ib folgt: 

b) Alle BtmMe, deren Se^ikreckten zu einer Geraden einander gleich 
sind, liegen auf dem Baare von Barallelen, ivelche beiderseits der Ge- 
raden denselien Abstand haben. 

3. a) Beim Durchschneiden zweier Parallelen durch zwei andere 
sind die Schenkel gleichweudiger Winkel entweder gegengerichtet 
(wie bei ^ah und ßi&i) oder die Schenliel des eiuen 
sind gegengerichtet zu den Schenkeln des Seheitelwinkels 
des anderen (wie bei -^ ah und a.^bg). Nach der Um- 
drehung um die Mitte M ihrer Scheitelstrecke werden 
sich daher (§ 10, 2b) die gegengerichteten Strahlen decken, 
woraus folgt: 

Bei swei Paaren von Barallelen sütd Bwei gloicli- 
weiidige Winkel einander gleich, swei gegenwendige ergänzen ■^**- ■^^■ 
einajnder su 2R, 

b) Umgekehrt: wenn gleich wendige Winkel ah und «j6, {Fig. 42) 
einander gleich und wenn deren erste Schenkel a und «, gegen- 
geiichtet smd, so wird durch die Umdiehung um die Mitte M dtr 
Süheitelatietke zumthst das gegengenchtete Schenkelpaar aa^ zur 
Deckung gelangen und dann wegen der Gleichheit der Winkel auch 
da& zweite Schenkelpaar bb,, so dafu auch die&es, aus gegengesetzten, 
alao (§ 10, 1) aus parallelen btrahlen gebildet ist Hieraus folgt 

Wenn i<m zwei glewhucndigcn gleichen Winkeln die ästen Sthenlicl 
gleiüigc) ichlct (udu rjegengci ichtet) sind, i,o gilt dies auch fui du z/mtin 
Schenkel. 



4. a) Werden (Fig. 43) zwei 
gesclinitten, dessen Seheitel auf dei 



Parallele durch einen Stratlenliüschel 
Mitte des Abstandes der beiden Paral- 
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ielen liegt, ao entstehe» (§ 6, 7a und § 10, s) ^r 
auf diusen zwei libereinstimmeuiäe gegengerichtete 
Punktreihen. 

h) Umgekehrt: werden zwei übereinstimmende 
Punktreihen parallel und gegengeriehtet gelegt, so 
liegen sie gegengesetzt in Bezug auf die Mitte der 
Verbindungsatreeke irgend zweier entsprechenden 
Punkte. 

5. a) Werden durch airei Pankte Büschel 
von paai-weise parallelen gegen gerichteten Strahlen 
gelogt, 60 entstehen (§ 7, 8a und § 12, 3a) üher- 
eiastimmende gleiehwendige Strahlenbüschel. 

b) Umgekehrt: werden zwei übereinstimmende 
gleichweudige Strahlenbüßchel so gelegt, dafe zwei 
entsprechende Strahlen {z. B. x und a:, in Fig. 44) vig. u. 

gegengerichtet auf dieselbe Gerade fallen, so liegen 
die Strahlenbüschel gegengesetzt in Bezug auf die Mitte ihrer Scheitel st recke. 




§ 13. Strecken bei Paralldeii im Dreieck niul Trapez. 

1. a) Zieht man in einem Dreieck ABC von einer Seiten- 
jnitte M aus die Strecke MX parallel zu einei- zweiten Seite BG, 
so kommt durch die Umdrehung des Dreiecks 

um M der Strahl MX in die Lage dea Gegen- 
strahls MXj, und AX kommt in die Parallel- 
lage BX^ (§ 10, 2a); da nun SX, = CX 
(§ 12, la), so ist auch CX = XA; d. h.: 

Wenn eine Farallele zu einer Dfeiecksseile ■" ^ 

eine zweite Seite Italbiett bo lalhut n auch ^s. is. 

die driMe. 

b) umgekehrt wenn angenommen wird, dafs AM = MB und 
dafe AX = XG ist, ao mufb MX\BC sein, weil die zu BG 
Parallele durch M eben auch die Mitte X von ÄC trifft; ferner ist 
MX = ^ = ^ =^omit gilt der Satz: 

Die Strecke manschen uet beitmmttten eines Dreiecks ist paralld 
der dritten Seite und halb so qrofs als diese. 

2, Wenn die Paiallelen duich A JLTund B verlängert und durch 
eine Gerade QS geschnitten werden &o entsteht (§ 8, sb) das Trapez 
ÄBSQ (Fig. 46). Wild in diesem AC \\ QS ge- 
zogen, so ist (§ 12, la) QR = Ä\ und BS = XC; 
aus dem Satze la) ergiebt iich also der iolgende: 

a) Wenn eine FaialJele zu den Parallelseiten 
eines Trapezes eine der ieiden andern betten halbiert, 
so halbiert sie auch dte ewetle 
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24 § 13. 1*. 

da sie jede Strecke zwischen den beiden Parallelen halbiert, so heifst 
sie die Mittelparallele zii diesen. Weil aul'serhalb der Mittel- 
parallele kein Mittelpunkt einer solchen Strecke liegen kann, so folgt 
auch umgekehrt: 

b) Die Strecke swischen dm Mitten der nickt parallelen Seiten eines 
Trapezes ist parallel dem Parallelseitm und halb so grofs als deren Summe, 
letzteres, weil MR = MX -\- AQ = ^ = -^ — - ist. 

c) Der Satz a) läfat sich auch in folgender Form ausdrücken: 
Wenn auf dner Geraden äwch Parallele gleiche trecken 

begrenzt werden, so tverden dv/rcli sie auf jeder anderen Ge- 
raden gleiche Strecken begrenzt. 

d) Hierauf gründet sieh die Teilung A _s 
einer Strecke wie AB in n (a, B. 7) gleiche '^^^TTTv., 
Teile: man zieht durch den einen ihrer Grenz- ^"^4 ', \ \ 
punkte A einen Strahl AX, trägt auf ihm von ^4j\ 
A aus auf einander folgend n beiiehige gleiche ^^_ 
Strecken ab, verbindet den Endpunkt X der i^ie. 47. 
letzten mit B und zieht durch die übrigen 

Punkte Parallele zu der Verbindungsgeraden XB. 

§ 14. Winkel im Dreieck und Vieleck. 

1. Wird ein Dreieck ABC um die Mitte einer Seite, etwa um 
M auf BC, umgedreht, so erhält man durch B die za AC parallele 
Seite A,C,; hier ist (§ 11, 3): 

^ ^ + (S + C,) = 2iJ, 
aber es ist auch -^ Cj = 0, also: 

■^A+ B-\-C = 2R; d. li.; J. ^^4' 

a) Die Summe der Winkel im Brei- i'^n- 48. 
eck beträgt 211. 

Dies ergiebt sich auch daraus, dafs die Winkel des Dreiecks in 
der «rsptiin glichen und in der gegen gesetzten Lage zusammen zwei 
Paar gegenwendiger Winkel an Parallelen bilden, deren Summe = AB 
ist {§ 12, 3 a). 

Hieraus folgt: 

b) Stimmen swei Breieclie in swei Winkeln überein, so sind auch 
ihre dritten Winkel gleich. 

2. Die in einem Dreieck liegenden Winkel heifsen auch seine 
Innenwinkel; jeder Nebenwinkel eines solchen heifst ein Aufsen- 
winkel des Dreiecks, wie z. B. -^CBF (in Fig. 48). Nun ist: 
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§ 14. 25 

aber: -^ OBF +B = 2E (§ 7, 6a), 

folglich ist auch: -^ CBF = A + Ö. 

Dies läfst sich auch daraus folgern, dafa ■^a = Ä und «5C (\ = (J ist. 

Also gilt der Satz: 

a) Beim DreiecJe ist ein Aufsenwinhel gleich der Summe 
der ihm nicht anliegenden Innenwinkel. 

Hieraus folgt: 

b) Beim Dreieck ist ein Äufsenwinkcl gröfser als jeder einsdne der 
ihm nicM anliegenden Innenwinl^l 

3. a) Aus Satz la) oder aus 2a) folgt, dafs jedes Dreieck 
höchsteas einen rechteu oder stumpfen Winkel haben kann, awei 
seiner Widiel müssen spitz sein. Je nachdem dann der gröfste Winkel 
ein spitzer oder ein rechter oder ein stumpfer Winkel ist, nennt man 
das Dreieck ein spitzwinkeliges oder rechtwinkeliges oder 
stumpfwinkeliges. 

h) Hiemach ergiebt sich aus la): 

Im reclikcinJcetigen Dreieck heträgt die Summe der spitmi Winkel 1 B. 

4. a) Durchläuft ein Punkt den umfang eines Vielecks, so 
bilden je zwei seiner auf einander folgenden Bewegiingsrichtungen 
einen Winkel; die sämt- 
lichen derartigen Winkel 
heifsen die zusammen- 
gehörigen Aufsen- 
winkel des "Vielecks. 
Wenn man mit einem 
Strahle, welcher zunächst 

parallel einer Seite des \jy e' .f 

Vielecks ist [z. B. Strahl a' a Fig. 49. b 

in Fig. 49b parallel der 

Seite 1 2 oder a in Fig. 49a], der Reihe nach die den einzelnen 
Aufsenwinkeln entsprechenden Drehungen nachbildet, bis zurück zu 
jener ersten Seite, so hat der Strahl augenscheinlich eine volle 
Drehung ausgeführt, A. h.: 

Bie Summe der zusammengehörigen Außenwinkel eines 
Vielecks leträgt 4i£. 

Anmerkung, a) Beim Vieleck mit einspringenden Ecken (§8,4)fallen 
einzelne der Aufsenwinkel in daä Innere des Vielecks (z. B, in Fig. 50 
■^bc und ef); solche sind bei der Drekung negativ zu nehmen, wenn 
die in das Äufsengebiet fallenden als positiv aufgefafst werden. Auch 
hierbei bleibt der vorstehende Satz giltig. 

b) Die Busantmeugehörigen Aufsenwinkel bestimmen die Drehungen, 
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dui'ch welobe eir 
Geraden 6, c, d 

•^fl& + &C + C 



ä Geradenzuges i 



die Lage der folgendei: 
ergtebli aicli wie oben : 




^i^ l Cd 1 let hl J j 1 l q a Funkte 

j i It t d W i3.sl isl n d erst id 1 1 t B 1 lung gleich 

dei & da W nkl l et Imet J> 1 g 

Man gl h h t § 7 insb d aa h li Anmerkung 
d Ih t 

AujdmEl n llnlhll^lkbll n Aufseii- 

d n In n d1 1 n P a N b nl ] d S u all solchen 
Paare ist also beim B-eck = n ■ 2R {% 7, ea). Zieht man hiervon 
die Summe der Äufsenwinkel = 4Ü ab, so folgt: 

Die Summe der Innemvinkel eines n-ecks heträiß (2n — 4)J?. 

Im Besondereii ist die Summe der Tiineiiiviiikel heim Viereck 
=, 4Ii, heim Fünfeck = 6B, heim Sechseck = 8B u. s. w. 

Anmerkung. Beim Vieleck mit einspringenden Ecken (Fig. 50a) 
übertrifft der Innen- den zugehörigen Äufsenwinkel um einen gestreckten 
Winkel; da aber jetzt der Äufsenwinkel negativ zu nehmen ist, ko ist 
die Summe heider Winkel wieder = 2Ii. Also auch in diesem Falle bleibt 
der vorstehende Satz giltig. 

(i. a) Nimmt eine Gerade ■' 

durch EinKeldrehungen nach ein- 
ander die Lagen a, b, a,, b^ ein 
(Fig. 51), so ist (2a oder 4b): ^/""^ Xf -"^ 

wenn mm ^ab = a^b^ ist, so folgt hieiaus ^ a u^ = l h^ , ä h 

Von zwei gleicMendig gletchen WiwÄ^foi hdden die Mfhiungmi dtt 
erstai Se/icnkel denselben Winkel wie die EvJititngen der zweiten 

Anwendung hieivon wiid gemacht beim Zeichnen von Senkiechten 
6 zu einer Geraden a, indem mau ^n « das Winkelscheit mit seinei 
längston Seite aultigt, an dieses em Lineal, dann letzteres festhUt ttnd 
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nun das Winkelscheit um einen rechten Winkel 
in der Ebene dreht. Die Verschiebung des 
Winkelscheits in der zweiten Lage längs des 
Lineals giebt weitere Senkrechte. 

b) Aus den GleichuDgen iu a) folgt für 
deii]?all, dafs -^ «a^^ii&j, aach -^ab^ a^h,. 
Wenn also im Besondeien -^ aa^ ^ hl>i = Jt 
Bo eigiebt sich hieiaus der Satz 

SichtH titc behenJcl zweia Wit^cl "/ 
^amweise auf tmander senhecht, so stnd 
ste gleu^grofs oäm sie eigamen einander 
m 23i, je nacfidem sie von swei pu em- 
andet senltechkn bclienkeln am gleich 
wendig oder gegemtcndig liegen 




Viertes Kapitel. 

Die Um Wendung. 
Beziehungen awisoben Seiten und Winkeln eines Dreiecks. 

§ 15. Figuren mit einer Jlittellinie. 

1. Wird eine Halbebene so im Räume bewegt, dars i5abei die 
Punkte der sie begrenzenden Geraden (§ 4, 2 a) an ihrer Stelle bleiben, 
so heifst aiieli diese Bewegung eine Drehung (§ 3, 3); die Gerade 
heilst die Äxe. Wird die Drehung der Halbebene stets in einerlei 
Sinn soweit fortgesetzt, bis letztere auf ihre Gegeniseite gefallen, so 
hat eine Umwendang der Halbebene stattgefunden. 

Ein zur Axe m senkrechter Strahl a der Halbefaene kommt dureh 
deren TJrawendung zur Deckung mit seinem Gegenstrahle a^ , da 
^ma als B, den -^«JOi, deckt (§ 7, 5c); 
ein Punkt A auf a kommt dabei nach A^, 
und es ist .d, fT^^ VA. Ein zweiter zu m 
senkrechter Strahl 5 derselben Halbebene 
wird in gleicher Weise auf seinen Gegen- \ ^ rr_ ij i 

strahl 6j gebracht, und ein Punkt Ji von b 
kommt auf den Gegenstrahl in solche Lage, 

dal's i\F = 'FJ? ist. Entsprechend ist es mit ^ — «7 Vu^ — «—^ 

weiteren Punkten C, I>, ... Der Geraden- 
aug ABC . . , kommt so mit dem Geraden- 
Kug A^B^Ö^.,. zur Deckung (§ 8, e). 

Eine solche Bewegung einer ebenen Figur, bei welcher eine 
Gerade m ihrer Ebene festbleibt, während jede der Kwei Halbebeiien 
dieser Geraden auf die Gegenseite kommt, heifst die Umwenduug 
der Figur um die Äxe m. 
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§ 16. 16. 



3. Zwei Figuren nennt ruiin nun einer Mittellinie zu- 
geordnet* (sjmmeti'isch** in Bezug aui' eine Gerade), wenn ihre 
Punkte paarweise auf Senkrechten dieser Geraden in gleieliem Ab- 
stand von ilir liegen. Das Zeichen hierfür ist A. Zwei soiclie Figuren 
bilden zusammen eine Figur mit einer Mittellinie (asige Figur). 

Weil nun in Bezug auf eine Mittellinie der zugeordnete Punkt 
zu irgend einem Punkt ebenso (eindeutig § 11, 4c) hestimmt ist, wie 
der Ort des Punktes nauh dei Umwendung um die Mittelhuie so folgt 

Burdi die Ümwmdung emet Figur um eine (gerade eihalt we die 
Lage der zugeordneten Figwt in Semtg auf dKse Getade als MitleUtnte 

3. Aus Vorstehendem folgt als einfachster Fall 

a) Zuet Futilte sml det Mittelsenlrechtm ihttr Shecke sugeordnet, 
und in Bezug auf die Mittellinie 

b) In eivet Miftmdneten Figurrn enfspncht jedrt Fmilt der Mittel 
linie sich sdhüf und jeda „it )/*) cnJichk Sttald beiiiem (jeiotbtiahl 



g 16. Zwei Gerade mit ihrer MittelliHie. 

1. Zwei Strahlen BÄ und BA^ eines Punktes (Fig. 55) kommen 
durch die Umwendung um die AVinkelbalbierende m zur Deckung, 
weil die gleichen Winkel einander decken; daraus folgt (§ 15, a): 

a) Zwei Strahlen eines Funktes sind ihrer 
Winkelhalbierenden sugeordnet. 
Umgekehrt: 

b) Zu einer Geraden ist die Gerade m- 
geordnet, welche die Mittellinie in demselben Punkt 4* 
und unter dem gegentvendigeii gleichen Winkel / 
schneidet; Fig. 55, 
denn beim Umwenden einer Geraden a, welche 

die Mittellinie m in einem Punkt B schneidet, bleibt B an seiner 
Stelle und -^C jrta kommt nach ma^ , wenn -^ ma = ma^ und alsdann 
ist öj A « (§ 15, 2). 

2. Sind die Geraden a und «, parallel (Fig. 56) 
und ist m ihre Mittelparallele (§ 13, 2a), so wird jede 
senkrechte Strecke ÄA^ zwischen den Parallelen durch 
die Mittelparallele halbiert (§ 13, 2c); daher folgt: 

a) Zwei Farallele sind ihrer MittelparaUelen gu- 



^"2 



Ümgekehi-t: 

*) Wean in der Folge von zugcordüetea Gtbildeu dio ßcdo ist, : 
stete die Zuordnung „in Uezug auf eine Mittellinie" gemeint. 
**) Der Nüme kommt' ( ' 



g aul eine JVlitteninie " gememl. 

a aiifijitipos, d. b. KUgemessen^odar ebenmäfsig. 
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§ 16. 17. 29 

b) Zu emei Patallelm dei Miffelhme nt die Parallele cugm-dmt 
in gleichem Abstand lo» äei Miüelhnw 

Eh folgt dies, aus der Erklaiimg § 15, 2 und aus § 12, ab. 

3. Da die zugeoidneten Piguieii dmch Uiuh enden zm Deckung 
gelangen, «o folgt 

Zugemdnete Sbeelen ^tnd cinandr} {/IpirJi -ii/iro) durk M niM sind 
gleich tfnä gpgenueitäig 

§ 17. Gleiche Strecken mid Winkel im Dreieck mit einer littellhiie. 

(Zugeordnete Punktreihen und Strablenbüscliel.) 



1. Wenn die Geraden a and b 
der Mittellinie m zugeordnet, sind 




und C ihr Schnittpunkt ist, so 
kommen nach dem Umwenden je 
solche zwei Punkte B und A zur 
Deckung, welche mit G gleiche 
Strecken begrenzen. 

Die Punkte Ä, B, C bilden ein 
Dreieck ; ein solches mit zwei 
gleichen Seiten heifst gleich- 
schenkeliges Drei- 
eck. Seine gleichen 
Seiten heifsen Schenkel, 
ihr Schnittpunkt heifst 
Spitze, die dritte Seite 
Grundseite desDreiecks. 

Ein Dreieck mit drei gleichen 
Seiten heifst gleichseitig. 

2. Wird im gleichschenkeligen 
Dreieck die Winkelhalbierende sei- 
ner Schenkel gezogen und wird um 
diese umgewendet, so decken sich 
wegen der Gleichheit der Sehenkel 



1'. Wenn die Punkte A und B 
der Mittellinie m zugeordnet sind, 
so kommen nach dem Umwenden 
je solche zwei von A und B aus- 




gehende Strahlen h und a zur 
Deckung, welche mit der Verbin- 
dung »geraden c beider Punkte 
gegen wendig gleiche Winkel bilden. 

Die Geraden a, h, c bilden ein 
Dreiseit; ein solches mit zwei 
gleichen Winkeln heilst gleich- 
geneigtes Dreisei t. 
Seine gleichen Winke! 
iJ \a heifsen Neigungswin- 
kel; ihre Scheitelstrecke 
heilst Grundseite, das 
dritte Eck Spitze des 
Dreiaeits, 
Dreieck mit drei gleichen 
Winkeln heifst gleichwinkelig. 
2'. Wird im gleichgeneigten 
Dreiseit die Mittel senkrechte seiner 
Grundseite gezogen und wird um 
diese umgewendet, so decken sich 
wegen der Gleichheit der Neiguiigs- 



Ein 
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auch dereu Greiizpunkte A und ]i 
und die Winkel an denselben, d. h.: 



Winkel aucli deren Schenkel a und 
b, d. h.: 



a) Das glekhschenkdige Dreieck a'} Bas gleicligeneigte Dreiseit hat 
Jtat als Mittellinie die Wiiikelhallie- als Mittellinie die Mittelsenkrechte 
rende seiner Schenkel. seiner Grundseite. 

Aus der Declcnng der zugeordneten Teile folgt weiter: 

b) Im gleickschenkeligen Drei- b') Im gleichgeneigten Ih'eiseit 
eck liegen den gleichen Seiten liegen den gleicJten Winkeln 
gleiche Winkel gegenüber. gleiche Seiten gegeniiher. 

Das gleiohschenkelige Dreieck und das gleicbgeneigte Dreiseit 
sind demnach Figuren derselben Art. 
Im Besondern folst aus b und h': 



c') Das 'jleiclminhdüje Drei- 
eck ist auch gleichseitig. 



c) Das gleichseitige Dreieck / 
ist aiich gleichwinkelig. / 



Jeder Winkel desselben ist = ^B (§ 14, la). 
d) Im gleichschenkeligen rechtwinkeligen Dreieck ist jeder spitse 
Winkel =,^ü (§ 14, sh). 

Das Winkelecheit hat entweder die Form des letztgeaiinnten Dteieeka 
oder es stellt die Hälfte eines gleichseitigen Dreiecks dar (Fig. 39 und 40) 
und kann somit benutzt werden, um \B oder um ^E nud |£ nnd die ent- 
sprechenden Dreiecke zu zeichnen. 
3, Die Mittellinie der Dreiecke oder Droiscite kann auf ver- 
schiedene Weise erhalten werden: 

Im gleichschenkeligen Dreieck (oder gleichgeneigfen Drei- 
seit) bilden eine einsige Gerade: a) die Winkelhalbierende der 
Sehenkel, b) die MittelsenkrecJite der Orunäseüe, c) die Senkrechte 
von der Spitze zur Grimdseite, d) die Va-binäungsgerade zwischen Spitze 
und Mitte der Grundseite; 

denn die Mittellinie der Sehenkel (a) ist auch Mittellinie der Grenz- 
punkte der Grundseite (b) und erfüllt aia solche die Bedingungen der 
Geraden c) nnd d), durch welche diese (nach § 11, 4c und § 3, l) 
eindeutig bestimmt sind. 

4. a) Wenn (Fig. 64) Punktl a') Wenn(Fig.65)Geradeß A «,, 
A A J^ und Strahl AG A A,Ci,\Paiiki ah Aa,ii,'Wmke] ab=bja„ 
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strecke AB =^ A^B^ ist, so decken 
eiuander beim Umwenden auch 
Punkt B und B^, d. h.: 

Wenn jnan von swd zugeord- 
neten jPui^Uen ans auf ebensoldien 
Strahlen gleiche 



so (lecken einander beim Umwenden 
auch Gerade Ö und öj, d. h.: 



mvei mgeord- 
ihren Grens- 



sind der^i Grens- 




Wenn man 
nete Strahlen 



dig glek}ie Winlcel 
anträgt, so sind 
deren Schenkel ein- 
ander zugeordnet; 

ihre Schnitt- 
punkte liegen also 
Fig. GS, auf der Mittellinie, 

b') Wenn zwei Angeordnete Punkte 
P und P, mit Punkten der Äse A BC 
verbunden werden, so entstehen an 
jenen übereinstimmende bu- 
georduete Strahlenbüschel ahc, 
(T, ?)| Cj , in weiehen die Gegenrich- 
tungen der Scheitelstrecke PPi nnd 
P^P einander entsprechen. 

o') Zwei iibereinstimmmtde gegen^ 
tcendiffc Straklmbüschel, bei welchen 
die Gegenrichlv/ngen ihrer Scheäelslrecke 
sidt entsprecfien, sind zugeordnet in 



Bemig i 
Sirecke. 



if die 



dieser 



geordnet; ihre Ver- 
bindungsgeraden 
sind also zu letzte- 
rer senkrecht. 

b) Wenn zwei zugeordnete Gerade 
von Senkrechten zur Axe A -4, , B Pj , 
CCi dnrch schnitten werden, so ent- 
stehen anf jenen übe rein stimm ende 
zugeordnete Punktreihen ABC, 
A^B^C^j deren Schnittpunkt ä sich 
selbst entspricht. 

c) Zwei ■üheretJtsHittmende PiinM- 
reih&i, bei welclien der ScImUtpafiJcl 
ihrer Träger sidt seihst entspricht, 
^d mgeordnet in Bemg auf die 
WinkeßiaViierende entsprecJiendei- Hielt- 
iwngen ihrer Träger. 

5. Die Beziehungen zwischen der Umwendung nnd 
Umdrehung sollen hier am Schlüsse unserer Betrachtung 
der Figuren, die durch erstere Bewegung zur Deckung 
gelangen, angegeben werden. Wenn irgend ein Punkt A 
durch Umwenden um die Gerade m nach ^j^ kommt nnd 
ihn dann ein zweites Umwenden «m die zu wt senk- 
rechte Aie m, nach A^ bringt, so ist MA ^ MAj = MA.^ 
und ^ c«% = aa-i + a^a^ = 2 ■ ma^ + 2 ■ a^m^ = 
2»M9»j = 2E; somit ist der Punkt A in die entgegen- 
gesetzte Lage A2 in Bezug auf M als Mittelpunkt ge- 
bracht worden, d. h.: 

a) Die beiden Umwendimge^i um zwei isu einander 

senkrecfUe Axen hi-mgen eine Figur in dieselbe Lage, wie die ümdrehmg 
um den Schnittpunkt der Axen. 

Umgekehrt führt die Umdrehung nm M den Punkt A nach A^ und 
das darauffolgende Umwenden um m^ nach Aj^, wohin der Punkt auch 
nnmi'ttelbar darob Umwenden um »1 gelangen kann, d. h.i 

b) Wird eine Figur um einen PunM umgedreht und dann um eine Ge- 
rade des PunMes umgewendet, so erhält sie dieselbe Zage, wie durcJt das Um- 
wenden um die Senhrechk durch den Punkt zu der Geraden. 
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32 § 18. 

§ 18, Ungleiche Strecken und Winkel im Dreieck. 

1. Wenn in einem Dreieck eine Seite grÖfser als eine andere 
ist, im A ABC etwa OB^ CA, so fällt beim Umwenden um die 
Winkelhalbierende beider Seiten die kleinere 
CA auf die grofseve nach CAy und der Winkel 
A nach «; letzterer ist aber grÖfser als -^ li 
als Aufsenwinkel des Dreiecks SA^Ii (§ 14, 2 b), 
folglich ist auch ^Ay-B, A. L.: 

a) Im Dreieck liegt der gröfseren von 
sivei Säten der größere Winkel gegenüber. Pig. C7. 

Umgekehrt: bei der Annahme, dafs -^ J. > S 
sei, kann erstens nicht CB = CA sein, weil dann -jC ^ = Jf sein 
müfste (§ 16, ab), und zweitens kann nicht GB<.CA sein, weil 
dann -^ A<, B sein müfste nach dem vorangehenden Sa.tze; es kann 
also nur CB > CA sein, d h ■ 

b) Im Dreieck hegt hm gröfseren von zwei Winkeln die 
größere Seife gegemibet 

3. AI=i besondere Falle ergeben sich aus diesem Satze: 

a) Im stumpf utnketigen Dreieck ist die Gegmtseite des stumpfen 
WMels die grofi^ 

b) Im rcelitunnkeligen Iheteclc ist die Gegenseite des rechten Winkels 
(Hypolemibe) gtofser als jede der beiden andern Seiten (Katheten). 

3. Wenn von emem Punkt C auf eine Ge- 
rade AB die Senkiechte CF gefällt wird und 
noch irgend welche Strecken CA, CB gezogen 
werden, so ist tF<CA, CF < CB (2b), d. h.: 

a) Von allen Strecken maischen einem Punkt " 
und den Punkten idner Geradcjt ist die senJcrcchte ^'« ''■^■ 
die kürseste. 

Daher nennt man die eindeutig bestimmte (§ 11, ic) senkrechte 
Strecke den Abstand oder die Entfernung des Punktes von 
der Geraden. Der Punkt F heifst Fnfspuukt der Senkrechten. 

b) Wenn für zwei behebige Strecken OA und CB etwa AF<FB 
ist, so kommt CA durch Umwenden um CF nach CA^ und A auf 
FB nach A^ und -^ CA^B wird stumpf; folglich ist CA^ < CB 
und somit auch CA < CB, d. h.: 

Die Strec/cen stoischen einem Punkt und den Punkten einer Ge- 
raden sind um so kleiner, je mlier diese Punkte dem Fnfspunht der 
Senkrechten liegen. 

4. Die Senkrechte CF (Fig. 08) von dem Eck C eines Drei- 
ecks ABC nach dessen Gegenseite AB nennt man die ku dieser Seite 
gehörige Höbe des Dreiecks. 
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g 18. 19, 33 

Ist AB die grüfste Seite des Dreiecks ABC, so ist ÄC> AF 
und CB>FB (2b), folglich 

AG-\-CB>AF-{-FB oder AC'^CB>AB, d.h.: 
a) Im Dreieck ist die Stimme zioder Seiten gröfser als di^ 
dritte, ihr Unterschied Meiner als die dritte; 
letzteres, weil auch AC> AB — CB folgt, indem CB beiderseits 
weggenommen wird. 

li) Werden zwei Punkte B und C durch ihre Gerade uud durch einen 
Geradenzug über beliebige Punkte AAiÄ2 verbunden, so ist 
BA^<SÄ-\- AA, ^ 

BX <BAi+ A,X 
XC < XAs-\- A^C, 
folglich 
BA^+BX-\-XC<BA + AAy + BA^ + 

+ A^X-\- XA^-\- A,,C 
oder 

BC <BA-\- AA^ -{- A^A^ -j- A^C , 



i: Punkte ist kleiner als irgend ein sie 
lan die Pankte wie AA^A^ immer zahl- 
geht der Geradenzug in irgend eine 



d. h. die "Verl) indungs strecke zweie 
verbindender Geradenaug. Wählt ii 
reicher und näher aneinander, si 
krümme Linie über, und es gilt: 

Die Vei'limäungsstrecke zweier Funkte ist von allen Lmimtverbindunffen 
derselben die kürzeste. 



§ 19, Die Mittellinie als Ort gleicher Entfernungcii von zwei 
Punkten oder zwei Geraduji. 

1. Verbindet man zwei Punkte A und A^ mit beliebigen Punkten 
B, C ilirer Mittel a enkre chte n , so entstehen Paare zugeordneter, also 
gleicher Strecken, nämlich 

AB A A^B, AC A A^C, 
somit AB = A^B,, AC = A^C , d. h.: 

a) Jeder P-imkt der MittdsmhrecMen einei- 
Strecke ist von deren Grens^unhten gleichweit 
entfernt. 

Umgekehrt : 

b) Jeder von zwei Punkten gleichtveit ent- ^'^' "*■ 
femte Funkt liegt auf der Miftelsenkrechten ihrer Strecke; 
denn wenn ein Punkt C so gewählt wird, dafs AO ^ A^^G ist, so 
mufs im gleich schenke! igen Dreieck ACA^ die Mittelsenkrechte der 
Grundseite durch die Spitze gehen {§ 17, 3). 
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3. a) Wenn (Fig 71) ein Punkt A aufseihalb dei Mittels enkrecliten 
BS zweier Punkte B und B^ lie£[t und zwai mit B auf einerlei Seite, 
so wird von den Veibindungsatrecken AB und AB^ letztere die Mittel- 
linie in einem Punkt C treffen, und ea ist AB^ -= AC -j- CB > AB^ d. h,: 

Ein Pmkt atiftohaib det MtHelseiiireditai A 
meeier Punhie liegt dem Funkt auf seine» Setit ,^ 

nälier als dem andern. , ' ~^£ 

b) Für irgend einen Punkt X der Mittel- \ X^^^^..--/ 1 

senkrechten ergiebt sich als SHinnio der Rnt- S —^^ß^C^ — ] ■^- 

fernnngen von A und B '''^-4 

AX-{- Xn =^ AX + XB,> AB^, odev pj^ j, ^^ 

^X + XB, > AC -\-ÜB; d. h.: 
Die Stmtme der Entfernungen eteeier Pumkte einerseits einer Geraden 
je von einem FanU der Geraden ist am kleinsten für den Scliniltpwnkt der 
Terhindungsgeraden zwischen dem einen Fimkt und dem mm andei-n mtgeord- 
näen Ihmht. 

Weg des Lichtstrahles bei der Zm-ück werf nag des Lichtes am ebtnpn 
Spiegel. 

3. Fällt man auf zwei Gerade a und a^ ; 
von einem Punkt B ihrer Winkelhalbierenden die 
Senkrechten BA und BÄ^, so müssen diese in /' \ 
Bezug auf die Winkelhalbierende zugeordnet 
sein; denn die zu BA zugeordnete Gerade niufs 
durch ß gehen und mit a^ denselben Winkel 
machen, wie BA mit a (§16,3), d. h. sie mufs kk. is. 
die Senkrechte von B auf «i sein. Darana folgt: 

a) Jeder Punkt der Wiiikelhalbiermden ztveier Geraden 
ist von beiden gleichweit entfernt. 

Umgekehrt: 

b) Jeder von zwei G&'aden gleichve.it entfernte Fimli llcfif 
auf einer der beiden Winkelhalbierenden; 

denn wenn Punkt B im Winkel zwischen « und a^ so gewählt wird, 
dafs BA = BA^ und dafs zugleich BAA.a, BAj^_Lai, so ist in 
Bezug auf die Winkelhalbierende von ABA^ BA A BA^, also wegen 
der gleichen Winltel bei A und A^ auch a A a,; somit wird dureh 
sie auch -^ aa^ halbiert, d. b. B liegt auf der Halbierenden des 
Winkels «aj. 

4. Liegt der Punkt P mit SA auf -^^-^ 
einerlei Seite der Halbierenden des Winkels 
ASB, so ergiebt sich für die Senkrechten 
PB und PA zu den Schenkeln, wenn noch 
Bj^ A B in Bezug auf die Winkelballjierende 
genommen wird: 

PH > i'Üi(2a) > PA, ä. h.: 
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35 



JEin Pwtkt itmerlicdb eines Winkels, aber aufserhalb dei- WinkeVtalfne' 
renden, liegt dein Schenkel auf seiner Seile iiäJier, als dem andern Schenkel. 

5. Wenn alle Punkte einer Linie gewissen Bedingungen ge- 
nügen, während alle Punkte aufser der Linie dies nicht thun, so 
lieifst die Linie der geometrische Ort oder kurz der Ort jener 
Punkte. Die Sätze Ib) und 2b) lauten liiemaeli: 
Der Ort aller Pwihte, deren Abstände 

a) von zwei Punkten einander gleich sind, ist die Müiei- 
senkrecMe der Strecke dieser Ihmkte; 

b) von zwei Gen'aden einander gleich sind, ist das Paar 
der Winkelkalbierenden dieser Geraden; 

c) von zwei Parallelen einander gleich sind, ist ihre Mittel- 
parallele. 

Letzteres folgt aus § 12, ab. 




§ 20. Besondere Punkte des Dreiecks. 

1. Zieht man in einem Dreieck AJiÜ die Mittelsenkrechten 
e' mid a' zweier Seiten AB und SC, so hat deren Schnittpunkt, 
weil er auf c liegt, von A und B gleichen ^ 

Abstand (§ 19, la); ebenso hat er, weil er 
auf a' liegt, den gleichen Abstand von B 
und C, also auch von A und 6'; somit mofs 
er auf der Mittel senk rechten b' za AC liegen 
(§ 19, ib), d. h.: 

Die drei Mütelsenkrechien der Seiten 
eines Dreiecks gehen durch einen Punkt, den 
Mittelpunkt des Dreiecks. 

Verschiedene Lage desselbeu, je uaclidem das Dreieck spitz-, recht- 
oder stumpfwinkelig ist. 

3. Eine der Schlufsfolgerung 
in 1 vollstäüdig entsprechende ergiebt, 
dafs der Schnittpunkt zweier Winkel- 
halbierenden Cj und «1 im Dreieck von . 
allen drei Seiten den gleichen Abstand 
hat, also auch auf der dritten Winkel- 
halbierenden liegt (§ 19, 3 a und b), d. h. : 

Die drei Winjcelhalhierenden im 
Dreiseit gehen durch einen I^nJct, den 
Mittelpunkt des Dreiseits. 

Werden auch die Aufscnwinkel 
halbiert, so geht die Halbierende a, 
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eines Innenwinkels mit den Halbierenden zweier ihm niclit anliegende 
Aufsenwiokel i/ und c^' durch einen Punkt; es giebfc also aufser dei 
Innern noch drei äufsere Mittelpunkte des Dreiseita. 

3. Die Höhen (§18, 4) eines Drei- ^ 
ecks ABC können als die Mittelseok- 
rechten eines andern Dreiecks jIjUjC, 
aufgefaXst werden, das man erhalt, wenn 
man durch jedes Eck von ABC die 
Parallele zur Gegenseite zieht; denn die "'v_ / 
Höhen sind senkrecht zu den neuen Seiten ''■.•' 
nach g 11,4a, und sie gehen durch deren ^. *»■ 
Mitten, weil z. B. die beiderseits der 

Höhe b' liegenden Strecken C^B und BA^ der Gegenseite AC gleich 
sind (§ 12, la). Daher folgt aus 1 der Satz: 

Die drei Hohen eines Dreiedts gehen durch einen PunJit, den 
HöhenscJtnittpunht. 

4. Die Strecken je von den Mitten der Dreiecks selten nach den 
gegenüberliegenden Ecken nennt man Schwerlinien des Dreiecks. 
Schneiden deren zwei, AA, und BB^, ein- _ 
ander in S, und bringt man die Strecke CS 
durch die Umdrehung um 1?^ nach AB^ und » 
durch die Umdrehung um A, nach BA^, \ 
so ist CS parallel und gleich AB^ und \ 
BA2. Es lassen sich nun auch AB^ ^ 
und BA^ durch Umdrehung zur Deckung ^ig ,j' 
bringen und zwar mufs der Mittelpunkt 

der Drehung auf AA^ und auf BB^ liegen (§ 10, ab), also nach S 
fallen. Die drei Parallelen AB2, CS und A^B schneiden dann wie 
auf ASAi, so auch auf AB gleiche Strecken aus (§ 13, 2c), d. h. CS 
geht durch die Mitte C^ von AB. Also ergiebt sich: 

a) Die drei Schwerlinien eines Breiecks gehen durch ednen Ptttüci, 
den Schwerptinki. 

Unterstütiung einer Dreieckafläclie Ulngs einer Scliwerlinie oder auch in 
dem Schwerpunkt. 

Weiter ergiebt sich, dafs AS = SA^ = 2SA^ und ebenso dafs 
BS='2SBi ist, d. h.: 

b) Der Schwerpunkt eines Drekeks teilt jede Schwerlinie so, dafs 
der Ahschnitt am Eck doppelt so grofs ist als der an derr Seitenmitle. 
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Fünftes Kapitel. 

Die Verschiebung und die Drehung. 

Übereinstimmung der Strecken und Winkel zweier geradlinigen 
Figuren. 

§ 21. Die Verschiebung längs einer Strecke. Gleiche und 
gleichgerichtete Figuren. 

1. Zwei Parallel strahlen a und a^ bilden mit den von S und 
Si ausgehenden gleichgerichteten Strahlen der Geraden g gleich- 
wendige Winkel t/a und ga^. Diese können zur Deckung gebracht 
werden, indem man den Winkel ga so be- 
wegt, dafs der Schenkel g stets in sich selbst 
bleibt. Ein Punkt A der Geraden a kommt 
bei dieser Bewegung auf einen Punkt ^[ der 
Geraden a,, so dafs nun SA = SiA^ ist, und 
da auch SA || 3,Aj^, so folgt aus § 12, ib, 
dafa auch AA,^ parallel und gleich SS^ ist- 
Durch diese Bewegung kommt zugleich ein 
zweiter Strahl b des Punktes S nach h^, ein 
dritter c nach c^ und die Punkte I?, C der- 
selben nach i?i , Gl , wobei Si B^ gleich- 
gerichtet und gleich SJi, ebenso jS, G, und 
SC; hieraus folgt nun weiter, dafs auch BB^, j^g. 73. 

CCj gleichgerichtet und gleich SS^ und J.^[ 

und dafs somit auch A^B^ gleichgerichtet und gleich AB, ebeüso BjC^ 
mit BC; der Geradenzug ABC wird den Geradenzug AiB^C, decken. 

Eine solche Bewegung einer Figur in einer Ebene, bei welcher 
die Punlcte der Figur in der Ebene bleiben und ebenso die Punkte 
einer Geraden g (Leitgeraden) in der Geraden, nennt man eine 
Verschiebung längs der Geraden. 

Aus Obigem folgt nun: 
a) Bei einer Verschiebung he- 1 a') Bei einer Verschiehujig bleibt 
schreiben alle Punkte gleichgerichtete] jeder Strahl gleichgerichtet, 
und gleiche Strecken. 

b) Eine 
bleibt in sich selbst. 

c) Zwei gleichgericfttete und gleiche 
Strecken kommen durch die Ver- 
schiebung längs der Sirecke zwischen 
entsprechenden Grenzpunkten zur 
Deckung. 




I 

Bichtung der Verschiebung (Lei^eraden) 



c') Zwei glei(M und gleidmendige 
Winkel, deren erstes Schenkelpaar 
gleichgerichtet ist, kommen durch die 
Verschiebwtg längs der Strecke ihrer 
Scheitel zur Deckung. (§ 12, 3 b). 
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d) Zwei übereinsttmmendc glcick- 
gerichlete PuMrmlien kotmaen durcli 
die Y^scleiebuftg Umgs da Yerim- 
dunpsslrocke zweier cnfsprcckemlm 
Punkte mr DecUmg. (Tgl. g 12, 4b.) 

e) Wenn zwei parallele Gerade 
von mehreren Parällelm durchschtUten 
tvefden, so entstehen übereinsHmmende 
Punlclreihen, welche ^trch Verschiebmtg 



d') Zwei übereinstimmende glekh- 
wendige Sli'ahlenbüschel, wt welclien 
merfe» Biddimg des ScJieiteisiralUes 
sich seihst rnttspridit, hommen durch 
die YerscJiie'bung längs der Scheitel- 
strecke mr Deckung. (Vgl. § 12, 6b.) 
e') Wenn dta-dt med Funkte pao/r- 
weise gleichgerichtete Strahlen gezogen 
tverden, so mtstehen übereinstimmende 
Strahlenbüschel, welche durch Ter- 
sdiielnmg zur Decictmg gelangen. 
3. Zwei Figuren nennt mau nun gleich und gleichgerichtet 
(perspektivisch kongruent), wenn ihre Punkte paarweise auf parallelen 
und gleich ^jiol'seu Stiecken liefen Dis Zeichen bierfih ist ^Vt 

Die Beziehung dei Lage dci Punkte solcher Figuren ist al^o 
dieselbe wie bei der Veisthiebun^ (la) um dit Stietl e zweier ent 
spiechenden Punkte, daiaus tolgt 

Dutch die Vetbckiebung etnet Figm um eine SbecKe alialt sie die 
Lage do gleichen imd gleichge» idttden Figta m ße^iig auf dicbelhe Sttvcke 
ah VerhindmigSbtrecKe entsptechend^ Funkte 

3. Nun folgt ans 2 ui Veibindung mit la) und a) 

a) In gleiclien und gleichgerichteten ttguten oifspi CLhen einander 
gleicJigtricMete gleithe btiecken, gleivhe vnd gleiüuiendige ^^^nkel, 

und geuidis Ic) und c) 

b) Zitet ubereinbttjmjteHde Figaien sind gleickgefiütttt, mtnn em 
Farn enkxyredimder Streclen gleichgaiüitet und em Paai etilipnüiendei 
WtrAel gleiiJiiiend%g ist 

§ 22. Die Di-eliuug um einen Winkel. 

1. Wie man mit einer Figur eine Umdrehung um eineu Punkt 
auBfflhren, sie also um 2Ü drehen kanu, so läfst sie sich auch um 
einen kleineren oder gröfseren Winkel drehen. Die Drehung einer 
Figur in einer Ebene ist eine solche Bewegung, 
bei welcher ein Punkt, der Drehpunkt, fest bleibt 
und ein Strahl dieses Punktes einen Winkel be- 
schreibt. Kommt nun der Strahl a nach «j , h nach 
&,, so ist -^ a^b^ ^ ab und -^ 66^ = &% -}" "i^i 
= ab -\- ba^ = aa^ ; ferner wird der Punkt A (auf 
d) nach A^ (auf o^) kommen, wobei SA = 8A^ 
bleibt; ebenso SB = SB^. Hieraus folgt: ^ig^a 

a) Bei einer Drehung bleibt der I a') Bei einer Drehung beschreibt 
Abstand eines Punktes vom Dreh-\ jeder Strahl des Drehpunktes den 
punkt uHüerändert. -.gleichen Winkel. 
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4. Geuiäfs g 19, la und 

a) Ein Funkt läfst sicli mit einem 
andern sur Deckung Vfingm durch 
Drehimg vm irgend einen Panki der 
MiUelsenh-edtten ihrer Strecke. 



B Ij kt U bt V l Drehung 

folgt hieraue: 

a') Mne Gerade läfst sich mit einer 
ihr iiidit parallelen mir Dechimg iringen 
dm-ch Drdmng um irgend einen Funkt 
der heidm WiiikelluäUeretidmi. 



b) Ein SlraJd läfst sidi mit einem ^im nicht 
• Deckung bringen dtircit Drehung 
um den Schmtlpunkt der Mittdsenkrechlen heider 
Grenzpumkte %mä der Haibierawlm des Ifcbon- 
winkels der beiden SlraldricSUungen. 



c) Eine Strecke läfst sich mit einer 
gleichen (ntclit gleicligeric!ttet^_ zur 




c') Ein Winkel läfst sich mit einem 
gleichwendigen gleichen (nicht gleiclt- 



Deckung "bringen durch Drehung um 

den Sdhniltpwnkt (S oder Sj) der 

Mitlelsenkrechtmt der entsprecJienden 
Fimktpaare. 




gerichteten) zur Deckung bringen durch 
Dreliumg um den Sehnitlpu^M der 
Halbierenden der Nebenwinkel der 
entsprechenden i 



il) Zwei glddiwenäige vhereinsUmmende (nicht gldchgeriditete) Figuren 
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40 § 22 25 

Äimwew sut Deckung gebracJd werdm durch Drehung um den Schmtlpunkt 
der Mtiielsen!„i echlen mjt zuei ents^eüumden Ecken oder iw» den Schnittpunkt 
der Salbiei enden der Ncbcnwmliel je ztoem ^ 

eKlspiecltendenSnteKtii.htim^en, diese Sdmilt y^, 

pmkte faUen fih alle solche Fame m eimn / \^^ 
Punkt ^^'^^~~~~y>^ 

5. um die Det-kung ubeieinstmi ^"~--.^ , """ 

mcmlei FioureQ einer Ebene zustamlp ./^"■""--,. .-- — '-'"^ 

zu bimgen, miissen ilne ^\mkel zu -. 

nächst gleichwendig liegen, ist dies '" / 

nicht dei Fall, so werden sie durch 
üuiw(,ndung dei einen Fif,ur glen.li _ 

wendig gelegt Sind dann zwei enl^ -^^^ ^^ 

spieehende fetiecken gleiclige lichtet, so 

koünen die Figuien durch Vei Schiebung, sind sie nicht gleich- 
gciithtet, diiich Diehnng zui Deckung gebracht werden. Im 
letzteren Fall konneu jedodi auch die Figuren erst durch Drehung 
s;! eich gen uhtet und dann duith Verschiebung auf einander gebracht 
n erden 

Na,elidem wii mm die verschiedenen Arten der Bewegung iennen 
„elemt haben um ubeiem&timmende Gebilde zur Deckung zu bringen, 
wondeii wii uns «ii Untei ■•ucliung deijenigen Bedingungen für die Uber- 
emütiiumung, wokho \ in dei gegenseitigen Lage derselben unabhängig aind. 

§ 23. Bediiigimgeii fUr die tibereiiistiininiing zweier Dreiecke. 

Wenn zwei Dreiecke als ttbereinstiramend bezeichnet werden, so ist 
damit ausgedrückt, dafs ihre drei Seiten und ihre drei Winkel paai-weise 
in der Gröfse übereinstimmen: 

« = 0,, T} = \, c = c^, -^ «&==((,&,,. ^()c = ftiC,, -):cfl = (;j«^. 
Dats von diesen sechs Gleichheiten zunächst die letzte eine Folge der 
7.wei vorangehenden, igt aus § 14, ib ersichtlich; dafs aber auch die 
übrigen fünf nicht von einander unabhängig sind, soll nun gezeigt werden. 

1. Zivei Breiecke stimmen vollkommen üherein, wenn sie 
übereinstimmen: 

a) in einer Seite imd zwei gleichliegenden Winkeln; 

b) in zwei Seiten und deren Zwischemvinkel; 

c) in den drei Seiten; 

d) in zwei Seiten und einem ihrer Gegenwinkel, tvenn der 
andere Gegenwinkel in heiden Breiecken itbereinstimmend spitz 
oder stumpf ist. 

Zwei Dreiecke ABC und A^BjC^, für welche eine dieser vier 
Q zutrifft, lassen sicli uUmlich, wie im Folgenden nach- 
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§ 23. 41 

gewiesen wird, zur Deckung bringen. Liegen beide Dreiecke irgendwo 
in einer Ebene, so inufs mau, falls die "Winkel entsprecheuder Seiten 
nicht gleicliwendig sind, das eine der Dreiecke zunäcliat umwenden, 
wodurch sie in gleich wendige Lage kommen; dann dreht man es 
so, dafs das eine, der Annahme nach Kberein stimmen de Seitenpaar 
L ÄJi=Ä^Si 

gleichgerichtet ist (Fig. 85). Verschiebt -—■^- __^'.___. 

man dann längs der Strecke AAj, so fällt x\ r \ 

auch B auf B^ (§ 21, Ic) und r'<<-.-V- .^ \ 

a) im ersten Fall, wenn noch «\ \ ^v \'' 
IL ^ GAB = C,A,B^ und ___Nl ... ._ ._„.r./A. 

IIL -^ ABC = A^ S, C, -^ pi^. es. *' 

ist, fallen die Richtungen von ^Cund A^G^ (II), 

sowie die von BG und B^ C[ (III) (§ 21, i c') auf einander, somit auch 
ihre Schnittpunkte G und (7j. Falls in der Annahme eines der 
Winkelpaare durch -^AGB^A^G^B^ ersetzt wäre, würde sofort 
auch die Gfleichbeit des dritten Paares folgen (§ 14, ib). 

b) im zweiten Fall, wenn noch 

II. ^GAB^ C, A^ B, und III. AG = A^C^ 
ist, fallen von A und A^ Cj die Eichtungen (II) und Grenzpunkte (!II) 
auf einander, somit auch BG und B^C^. 

c) im dritten Fall, wenn noch 

IL AC=AyG^ und HL BO=B,G^ 

iät, mufs C auf C^ fallen; denn lägen diese Punkte getrennt, so müfste 
sowohl A (^,) (II) als -B(-Bi) (III) auf der Mittel senkrechten zu GG^ liegen 
(§ 19, ib), d. h. C und C, müfsten auf den Gegenseiten von AB (^i^i) 
liegen , waa der Annahme widerspricht, dafs die an AB (A-^B^ an- 
grenzenden Winkel gleiehwendig liegen. 

d) im vierten Fall, wenn noch 
IL ^BAG=B^A,G^ und 11\.. BC = B^G^ 




ist, fälU die Richtung von AG auf die von Ä^G^ 

(nach II); ea mufs dann entweder G auf Cj fallen, 

so dafs die Dreiecke sich decken, oder, wenn dies 

nicht der Fall ist, müssen in dem (nach III) gleich- *" j,,. ^^ ^' 

schenkeligen Dreieck BGG^ die Winkel bei G und Cy 

einander gleich sein (§ 17, ab), wobei einer dieser Winkel (^B^Gj^G) 

Anfaenwinkel eines der ursprünglichen Dreiecke {A^B^^C^) ist; sein 

Nebenwinkel, der Dreiecks winkel (B^G^Ä^ ist dann um ebensoviel 

gröfser, als der Winkel im andern Dreieck (BGA) kleiner als 

ein Rechter ist. 
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42 § 23. 

Stimmen beide Dreiecke im Gegenwiukel der gröfaeren Seite 
übeieiD, so Ivauu der andere (i egenwiakel iii beiden Dreiecken nur 
sjjitz sem (§ 18, la), und die Dreiecke stimmen überein. 

2. Die voiangehenden vier Sätze werden häufig angewendet, um 
dio Gleichheit zweier Strecken oder zweier Winkel nachzuweisen; 
man sucht die fraglichen Stücke als zu übereinstimmenden Dreiecken 
gehörig aufzufassen und schliefst: 

In übereinstimmenden Breiecken liegen gleichen Seiten eben- 
bolcke Winkel gegenüber — und umgekehrt 

'i. Um die Übereinstimmung der Dreiecke aus den vier oben ge- 
gebenen Voraussetzungen abzuleiten, kann naan, statt wie oben die Mög- 
lichkeit nachzuweisen, sie in gleichgerichtete Lage zu bringen, ans welcher 
aie eine Verschiebung nur Deckung bringt, auch zeigen, dafa sie entweder 
einer Mittellinie zugeordnet oder von einem Mittelpunkt aus gegengesetzt 
gelegt werden können, so dafs sie die Umwendung oder die Umdrehung 
ziu- Deckung bringt. 

») Um die einer Mittellinie zugeordnete Lage zu erhalten, legt man 
die gegenwendigen Dreiecke mit zweien ihrer gleichen Seiten Aß und 
Aj^B^ an einander; es ergiebt sich nämlich in den drei ersten Fällen der 
Voraussetzungen, dafs AJi auch Mittellinie von C und 6\ ist (§ 16, 1; 
§ 17, 1; § 19, ib); im vierten Fall liegt der zu C zugeordnete Punkt 0^ 
auf .-Ij 0, , so dafs er entweder mit C, zusammenfällt, oder dafs er (C^) 
mit Cj und Ji ein gleich schenkeliges Dreieck bildet, wie oben. 

b) Die gegengesetzte Lage beider Dreiecke erhält man, indem maa 
zwei gleiche Seiten AB und Aj^B^ mit zwei entsprechenden Ecken A 
und Aj^ so aneinander legt, dafs beide Seiten auf einen Strahl und Gegen- 
strahl dieses Punktes fallen. Es folgt nämlich im ersten und zweiten Fall 
der Voraussetzungen die gegengesetzte Lage von C und Cj^ unmittelbar 
aus der Annahme (§ 11, 2b; § 10, 2b). Im dritten Fall kann der dem C 
gegcngese'zte Punkt (C^) nicht geti-ennt von (7, liegen; denn dann würde 
aus der Annahme (CsA^== AC = A^C^, C^B^ = CB = C^B,) folgen, 
dafs jli^i Mittelsenki'echte zu der Strecke C^C^ wäre, dafs also beide 
Punkte auf den Gegenseiten von J-^l^, lägen, was der Annahiöe der 
gleich wendige II Lage beider Dreiecke widerspricht. Im vierten Fall mufs 
der dem C gegengesetzte Punkt Cg ""^f -^i^i liegen und entweder mit 
C| ausamraenf allen oder mit ilim und U, ein gleich schenke! ige s Dreieck 
bilden wie oben. 

4. Wenn wir in den Dreiecken AJW und AiB^C^ die erste Seite 
Ali und jIj-Bj jeweils weglassen und dafür A und B, sowie A^ uud B^ 
durch GeradenzUge verbinden, deren Seiten und Winkel in gleicher Folge 
übereinstimmen, so sind diese Geradenzüge übereinstimmend und bilden 
zusammen mit AGB und A^C^B^ übereinstimmende Vielecke, wenn die 
Lage der Punkte C und C, durch eine der vier obigen Voraussetzungen 
bestimmt ist. Beachten wir nämlich, welche Strecken und Winkel jeweils 
unter diesen Bedingungen nicht genannt sind, so ergiobt sich, dafs es zur 
Übereinstimmuflg der Vielecke genügt, wenn von ihnen folgende 
Stücke übereinstimmend und in gleicher l'olge gegeben sind: 
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a) alle SeHeu biü auf eine und alle Winkel bis aut' die beiden au 
dieser Seite; 

b) alle Seiten bis auf zwei aufeinaii<lei' folgende und alle Winkel 
bia auf einen (§ 14, ö); 

e) alle Seiten und alle Wiukel bis auf drei aufeinander folgende 
Winkel, deren mittlerer in beiden Vielecken hohl oder in beiden er- 



d) alle Seiten bis auf eine und alle Winkel bis auf Kwei aufeinander 
'on denen nur einer an Jeuer Seite liegt und in beiden Viel- 
spitK oder in beiden stumpf ist. 




§ 24. Sciteu und Winke! zweier teilweise iibereiustimmeiiileii 
Dreiecke. 

1. Wetm meet Dreieci:e in einer Seite und einem mMegendm Winkel 
fiherdiisliwmen, so liegt a) de^n gröfsmen cler beiden anderen anlegenden 
Winkel audi die größere Seite gegenüber, und umgekelwt b) der (jröfseixn 
den ersteren Winkel miibUdendßn Seile attch der gi-Öfsere Winkel. 

Denn legt man die Dreiecke mit den überein- 
stimmenden Seiten AB und Winkeln A auf einander, ^ 
so mnls für den Fall a), dafs -^ CBA > C^BA ist, 
der Punkt Cj auf AC liegen, da bei der Drehung um 
B von BA aus erst BOi und dann BC erreicht wird. 
Also ist dann AO -^f^i- 

Für den Fall b), dafs AC> AC, ist, miifs BC\ 
in den Winkel CBA fallen, d. h. es mufs -^OBA *■*«■«■'■ 

> Ci BA sein. 

2. Weim moei Breieclce in je mvei Seiten üVereinstimnien, so liegt 
a) dein gröfseren der eingeschlossenen Winkel die givfsere Seite gegenüber, 
und umgekehrt b) der gröfseren Säte der gröfsere Winhel. 

Legt man im ersten Falle die Dreiecke so, dafs ^ 

awei gleiche Seiten in AB einander decken und '^C,AB 
einen leil von -^.CAS bildet, o sinl lie ^leiuhen 
Seilen iC und IC, iugeoidnefc ihiei Mittellinie dabei 
ist BC, <Bt (fe 1<* 'a) 

Im zweiten Falle werden zwei j,lei(,he Seiten w. 4.B 
zui De^'kung gehiicht ind leide Dreiecke a f emeile l 
Halbebene von AJ ans gelegt Da dann BL, <iBL 
io hegen h und C, luf emeilei Seite dei Mittellinie i\ 
Ct-i, und da diese durch A geht, so ist -^C Cj ^B < 6 iB. 

3 Wetm wei Dtetecke tu etner Seite überem 
tvmmen die ardii-jendcn Wml<-d abet m dem einen Jh et 
eik Idciincr sind ala m dem andetn so ist die Summe da 
beidtn anderen Setten tm ersteten ebenfüh kletnn als tm 
lel'teren 

Denn ( enn lia beiden Die ecke mit len ^leu,hea 
Seiten n iB emanJei decken inl 6 nd t nauh e neil i 
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44 § 24. 

Seite von AB gelegt sind, so mufs Cj in den Winkelraum von BÄC, 
sowie von ABC fallen, da 

■^C^AB<CÄB und •^ABC\<ABC 
ist. Verlängert man AC^ bis zum Schnitt 1) mit BC, so ist 

AC, +C^D<AO + CD 

C^B <C^D-\- D B 
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in. Äbsclinitt. 

Der Kreis. 

Sechstes Kapitel. 

Vergleiehung von Strecken und Winkeln am ZreiB. 

§ 25. Ein Kreis. 

(Der Kreis als Fignr mit einem Mittelpunkt.) 

1. Wenn eine Strecke um einen ihrer Grenzpunkte in der Ebene 
eine volle Drehung (§ 3, s) macht, so beschreibt ihr anderer Grenz- 
punkt eine Linie, welclie Kreis heirst. Der Abstand 
dieses Grenzpunktes vom Drehpunkt bleibt hierbei un- 
verändert (§ 22, la), d. h. der Kreis ist der Ort aller 
Punkte einer Ebene, welche von eiaem gegebenen Punkt 
einen gegebenen Abstand haben. 

Die gedrehte Strecke heifst Halbmesser (Radius); 
zwei gegengerichtete Halbmesser bilden einen Durchmesser (Diameter), 

Alle Halbmesser eines Kreises sind einander gleich, ebenso alle 
Dtirckmesser. 

Gebraucli des Zirkels. 

2. Wird eine Ebene und ein Kreis in ihr um den Mittelpunkt 
eines seiner Durchmesser umgedreht (§ 9, i), so vertauschen dessen 
Grenzpunkte ihre Lage, ebenso die aller andern Durchmesser; d. h, 
(§ 9, 2): 

a) Der Kreis hat einen Miüelputüzt (Kreismitte), 
nSmiieh den Drehpunkt des Halbmessers, der ihn erzeugt. 

Bei der Umdrehung kommt der Teil des Kreises auf der einen 
Seite eines Durehmessers mit dem auf der andern Seite zur Deckung; 
beide Teile heifsen Halbkreise. Also: 

b) Jeder Durchmesser teilt den Kreis in swei übereinstimmende 
Halbkreise. 

3. Nicht allein bei der Umdrehung, auch bei jeder beliebigen 
Drehung des Kreises und seiner Ebene um den Mittelpunkt decken 
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4G § 25. 26. 

eiwaiider stets Punkte der neuen und der früheren Lage {§ 22, ia). 
Ein Halbmesser beschreibt hierbei einen Wiakel am Mittelpunkt 
oder Mittelpunkts winkel, und der bewegte Grenz- 
punkt beschreibt einen Teil des Kreises oder Kreis- 
bogen. Der Winkel zweier Halbmesser und der in 
ihm liegende Bogen heifsen eiuander zugehiJrig. 
Beschreibt bei der Drehung der Ebene der Halb- 
messer MA den Winkel AMA, , so wird von einem 
zweiten Halbmesser MS ein gleicher Winkel (§ 22, l a') 
liMSj beschrieben und der Winkel ÄMB deckt 
nach der Drehung den Winkel Ä-^^MB-^^, ebenso aber auch der Bogen 
AB den Bogen i^i (§ 22, la), d. h.: 

Zu gleichen Winheln am Mittelpunkt tjehören (jUiclie Bögen 
— und ) 




Einer nur teilweisen Deckung zweier solchen Winkel entspricht 
auch eine nur teilweise Deckung der zugehörigen Bögen, und man unter- 
scheidet, entsprechend wie bei Strecken und Winkeln (§ 6, 5 und 
§ 7, i), gröfsere und kleinere Bögen. Auch la.ssen sich die Bögen 
eines Kreises zusammensetzen und zerlegen, wie Strecken und Winkel 
(§ 6, 4, 5 und § 7, 3, 4), und zwar entsprechen diese Zusammen- 
setzungen und Zerlegungen genau denen der zugehörigen Winkel am 
Mittelpunkt; daher wird der Bogen zum Messen des Winkels 
gebraucht. 

, 'Minuten 

4. Indem der Halbmesser die Drehung vollendet, kehrt der 
bewegte Grenzpunkt wieder in seine Anfangslage zurück (§ 3, s); 
der Kreis ist also eine geschlossene Linie (§ 2, 2b), er zerlegt die 
Ebene in zwei Teile, einen inneren und einen äufseren; für den 
inneren Teil ist der Kreis zugleich der Umfang (Peripherie). 



; 26. Kreis, Punkt und Gerade. 



f einem Kreise oder aufserhalb oder 
je nachdem sein Abstand vom Mittelpunkt 



1. Ein Punkt h 
innerhalb desselben, 

ebensogrofa oder grÖfser oder kleiner ist als der Halbmesser des 
Kreises. 

2. Ein Punkt Ä hat von 
den verschiedenen Punkten des 
Kreises verschiedene Abstände. 
Wenn G und C^ die Grenz- 
punkte des durch A gehenden 
Durchmessers sind, so isf.: 
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ÜÄ = 



■■ MA — MO' = WIA — MB < AB (^ 18, 4a') 



C^A = (\M+ MA = MB + MA > AB, d li 
Unter allen Veibtiidiingsshec],£n eines Punktes tint den Punkten 
eines Kreises ist am gt o/sten die, welche dm ch den Mtifelpunki geht, am 
Meinsien die, deren Vet langet itng dardi den Mttt^lpunht qeht. 

Jede dieser beiden Strecken AC und AC^ heifst Aljstaiu! des 
Punktes von dem Kreis. 

3. Eine Gerade habe vom Mittelpunkt M eines 
Kreises, dessen Halbmesser = r, den Abstand MF, 
und A sei ein beliebiger weiterer Punkt der Geraden; 
dann ist stets MA > MF (§ 18, 3a). 

a) Wenn nun MF'^ r, ao ist noch mebr 
MA > r, d. h. alle Punkte einer solchen Geradon 
liegen aufser dem Kreis. 

b) Wenn MF=r, so ist MA>r, d. Ji. F 
liegt auf dem Kreis, während alle Übrigen Punkte 
der Geraden aufser dem Kreise liegen. 

c) Wenn MF<,r, so liegt F innerhalb des 
Kreises. Der Kreis aber ist ringsum begrenzt, während 
die von F ausgehenden Gegenstrahlen der Geraden ^g. ss. 
unbegrenzt sind; jeder der letzteren mufa also den 

Kreis in einem Punkte A, B sehneiden, für welchen MA = MB =^ r 
wird, und es kann keinen dritten Punkt X der Geraden geben 
derart, dafs auch MX = r wäre (§ 18, 3b). ~ Hieraus folgt also: 

Wenn der Abstand einer Geraden vom Mittelpunkt eines Kreises 
gröfser, ehensogrofs, Jcleiner ist als dessen Salbmesser, so hat die Gerade 
keinen Punkt, einen Funkt, swei Punkte mit dem Kreise gemeinsam; 
mehr als swet Punkte können Kreis und Gerade nieht gemeinsam haben. 

Daher fällt auch kein Teil eines Kreises (Kreisbogen) mit dem 
einer Geratleu zusammen, d. h. der Kieis ist eine krumme Linie (§ 3, i). 




% '21. Die Sehne nud ilio Berührende des Kreises. 
(Dei Kieis als Figui mit einer Mittellinie.) 

]. Die Streike zwi=!chen zwei Kreiapunkten A und B (Fig. 94) 
heifst Kreiasehne oder kurz Sehne und wird bezeichnet durch ihre 
Grenzpunkte AB\ sie heifst zugehörig zu dem durch dieselben 
Punkte begrenzten Bogen und zu dessen Winkel am 
Mittelpunkt (§ 25, 3). 

Die Grenzpunkto einer Sehne AB und die Kreis- 
mitte M bilden ein gleichschenkeliges Dreieck. Somit 
ergeben sich aus § 17, 3 und mit Berücksichtigung v 
§ 25, 3 folgende Beziehungen: 
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48 § 2?. 

Bei einer Sehne im Kreis fallen auf eine Gerade a) die 
Mittel-senkrechte der Sehne, b) die Rdibi&fende des zugehörigen 
Winkels am Mittelpunkt, c) die Setütrechte von der Kreismitte nach 
der Sehne, ü) die VerUndungsgerade des Mittelpunktes des Kreises mit 
deni der Sehne und e) mit dem des Bogens. 

2. a) Aus der Vereinigung von c) und d) folgt, mit Rückaicht 
auf § 11, 4a: 

Parallele Sehten werden durch den m ihnett senkrechten Durch- 
messer Italbiert. 

b) Hieraus aber ergiebt sich, dafs die Umwendung um einen 
Durchmesser die durch letzteren begrenzten Kreisbogen zur Deckung 
bringt (§ 15, s), d. b.: 

Jeder Dwrchmesser ist eine Mittellinie des Kreises. 

Beiderseits eines Durchmessers sind einander gleiche Bögen zu- 
geordnet. Ein Durchmesser teilt den Kreis in zwei ihm zugeordnete 
Halbkreise; zwei zu einander senkrechte Durchmesser teilen den 
Kreis in Viertelskreise (Quadranten). 

3. Wird eine den Kreis 'ichneidende Gerade um einen ihrer 
Schnittpunkte so gedreht, dafs der andere sich dem ersteren nähert, 
so tritt schliefslich eine (irenzUge em, bei welcher die Schnittpunkte 
zusammenfallen in einen, in dieser (xienzlage heilst die Gerade eine 
Berührende des Kieises (Tm^enteJ, und der Punkt, welchen sie 
mit dem Kreise gemeinsam hat, heilut ihi Berührungspunkt, 

Bei dieser Drehung der Gejaden luckt auch die Sehnenmitte und 
deren V erbindun g'> gerade mit der Krdsmitte an den Drehpunkt heran, 
und weil diese Verbindung«geiade stets snnkrecbt auf der Geraden 
bleibt (1), 80 folgt 

a) Eine Benihtend^ wid der HaJbmisser ihres Berührungs- 
punktes sind senkrecht zu itnande) (Vgl § 26, ab.) 

Aus § 26, 3b folgt somit 

b) Eine Betuhendt hat mit dem 7ufis nur den BeriihrungspnnM 
gemeinsam. 

Für die Grenzpunkte eines Durchmessers 
ergiebt sich noch 

c) Die Beruh enäen an den Gyen^unlfen 
eines Dv/rchmessei t, sind parallel tmd lipgm 
gegengesetst in Bemtg auf die Kreismitte, 
und umgekehrt: 

d) Die Beruhnttufspunkte patdlleler Be 
rührenden sind die GrenspunUe eines Duich 
messers. 

4. Die Verbindungs strecke der Berührungspunkte A und A^ 
zweier Berührenden heifst deren Berührungssehne. 
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§ 37, 28. 49 

Beim Umwenden um den zu AJ, senkrechten Durchmesser 
fällt nun wegen der Gleichheit der rechten Winkel *^ MAS auf 
MA,S (§ 17, 4a'), d. h.: 

a) Die Mittellinie mveier Fimlde eines Kreises ist auch Mittellinie 
ihrer Berührmdm. 

Diese sehneiden einander somit auf der Mittellinie und beim 
umwenden fällt SA auf SA^ (§ 16, ib), d. h.: 

b) Die Strecken Bmeier Dei-ührenäen von einem DunJd his ettm 
Kreis sind einander gleich. 

Ferner folgt als Erweiterung von 1: 

c) Wiril ein Kreis durch swei Punkte geteilt, so fallen auf eine 
einsige Gerade «) die Krdsmiite, ß) die Mitte der Sehne zwisdien Imden 
PunJcteit, y) die Mitten der Bijgeii, S) der Schnitl^unJct der Berühren- 
den, — nnd swnr ist diese Gerade sugleich a,) die Mütelsrnkrechte der 
Sehne, ^J die WinJccThalbierende der Berührenden tmd ■y^) die Whikd- 
Iwlhiermde der Halbmesser beider Punkte. 




% 28. VepgleicIiuHg zweier Strecken im Kreis. 

1. Wir betrachten zuerst zwei gleiche Sehnen. 

Gleiche Sehnen erhält man sofort als zugehörig zu gleichen 
Bügen, da bei der Deckung der Grenzpunkte der Bögen auch die 
Strecken zusammenfallen. Mit Rücksicht auf § 25, 3 folgt aomit: 

a) Zu gleichen Bögen oäer Winkeln mn Mittelpunkt ge- 
hören gleiche Sehnen, 
und umgekehrt gilt: 

b) Zu gleichen Sehnen gehören gleiche Winkel 
am Mittelpunkt und gleiclte Bögen je auf A&i- Seite 
des Mittelpunkts oder je auf der andern Seite der 
Sehnen; 

denn x^nn AB = A^S^ ist, so kann durch die 
Drehung um ^AMA^ das A ^ -MB auf ^, MB, ge- 
bracht werden gemäfs § 23, le. 

2. Gleiche Sehnen und Bögen erhält man auch, indem man zwei 
beliebige parallele Sehnen zieht, etwa AAy || -BJ?,; da nilmlich deinn 
Grenzpunkte dem zu AA^ und BB^ senkrechten Durch- 
messer zugeordnet sind (§ 27, 2 b), so fällt beim Umwenden 
um ihn auch AB auf A^B^ und AB auf A^B^, d. h.: 

a) Zwisdien parallelen Sehnett liegen gleiche Sehnen 
und Bogen. 

Umgekehrt: 

b) Gleiche S^nen oder Bögen werden von parallelen 
Sehnen begrenzt, wenn sie von je einer der letzteren nach 
einerlei Seite liegen; 
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§ 28. 




denn (Fig. 97) in Bezug auf den zu AJ, seukrecliten Durchmesser ist 
A A Ai und Bogen AB A A^ß, (§ 27, 2b), da nur gleiche Bögen 
zugeordnet sein können; somit ist B A B^ und BB^ senkrecht zum 
Durchmesser (§ 15, sa), also BB^ \\ AA^. 

3. In Bezug auf die Lage gleicher Sehnen zum 
Mittelpunkt gilt: 

a) Gleiche Sehnen hohen gleidie Abstände vom Mittel- 
punkte des Kreises; 

denn wenn AB=A^^B^, so fallen beim Umwenden 
um den ku AA^ senkrechten Durchmesser y die Punkte 
A und A^ auf einander und wegen der Zuordnung der 
gleichen Bögen AB und A^B^ auch die Punkte B i 
auch die Mitten C und (7, und die Senkrechten (§27,icd) MC und MC^. 

Umgekehrt; 

b) Sehnen, welche vom Mittelpunkt eines Kreises glndie Entfernung 
haben, sind gleich; 

denn wenn MC ± AB, MC,±A^Bi und MC-=MC^, so fallen 
beim Umwenden um den den -^ CMC^ halbierenden Durchmesser (/ die 
Strecken MG und MG^ auf einander und wegen der Gleichheit der 
rechten Winkel auch MGA auf MG^A^ (§ 17, 4 a'); da ferner die 
durch g begrenzten Halbkreise einander decken, so fallen aueh die 
Schnittpunkte der Geraden und des Kreises auf einander, A auf ^, 
und B auf B^ . 



nd B. , daher 
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Ar. Nun sollen ungleiche Sehnen hetraciitet werden. _ ^^.^ 
Es sei A Bj ein Teil von AJi, jedoch A B niett gröfser als 
der Halbkreis, Dann liegen B^ und A auf dem Halbkreise 
einerseits SC^ also auch einerseits des Durchmessers XT, 
der die Mittelsenkrechte zu BB^^ ist. Somit ist (§ 19,2a) 
AB > ÄB^ . Würden die ungleichen Bögen nicht wie eben 
von demselben Punkte A ausgehen, so könnte man den lig n.i. 

einen zuvor um den Mittelpunkt drehen, bis dies der Fall ist; 
dann gilt wieder die vorige Überlegung. 

Umgekehi-t: wenn die Sehne AB > AB^ , so kanu nielit AB = AB^ 
oder Ali<,ABi sein, weil sonst AB = AS^ (Ib) oder ÄB<,Ab[ 
sein müfste; es kann also nur AB^ AB, sein. Wir folgern; 

a) Zum grSfserm Bogen eines Kreises gehört die gröfsere 
Sehne und umgekehrt, falls äie Bögen nieU gröfser als der 
Halbkreis sind. 

b) Zum Halbkreise selbst gehört also auch die gröTste 
Sehne, d. h.; 

Bei- DtircJimesser ist die grSfste Seime im Kreis. 

6. Verschieden grofse Sehnen erhült man auch durch 
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S 28, 29. 



51 



der Kreismitte. Dreht 
Senkreehten 



3 verseliiedener Entfernungen derselbei 
man dann die Sehnen in Parallellage (Fig. 100), 
MÄ^ und MB2 in einerlei Richtung, ohne Änderujag ihrer 
firöfse; wenn dann 31B^> MA^^ so liegt JiB^ auf 
der vom Mittelpunkte abgewendeten Seite von AAj, 
grenzt also nur einen Teil des Bogens AA^; d. h.. 

Von zwei Selwi&ti ist die mit hlmieron Abstände 
Mülelpmikt die gröfsere — wid iumgeltehrt; 
letzteres, weil, wenn AAi > BB^ ist, dann nicht 
MA^ = MB^ (3) nnd nicht MA^ > MB^ sein kann. rig, mi. 

(i. Wählt man unter sämtlichen Sehnen, welche 
durch einen innerhalb eines Kreises liegenden Punkt A möglich sind, 
eine beliebige BC (Fig. 101), femer den Durchmesser durch A und die zu 
demselben senkiechte Sehne XY so ist die in BP Senkrechte MF < MÄ 
(§ 18,3a), also (5) ist BC> XI , d h 

Ton all^n Sejmni iteirlir dm dt empn (mnerlmlh eines Kreises ge- 
legmen) Punkt gehen j'f 'he mm Um ilimesiei jphps Punktes senjcreckte 
8el0te die II ernste 




% 29. Winkel im Kreis. 

1. Beim Kreia werden anfser Mittelpunktswinkeln (§ 25, -s) 
auch sog. Winkel am Umfang oder Umfangswinkel betrachtet, 
d. h. solche, deren Scheitel auf dem Kreis selbst liegen (z, B. a in 
Fig. 103). Gehen von einem Punkt des Kreises eine Sehne und 
ein Strahl der BerÖhrenden aus, so lieifst der umfang 9 winke) auch 
Berühriingswinkel (z. B. a in Fig. 102). Auch hier (wie § 25, s) 
heifsen der TJmfangs- oder der Berfihrungswinkel und der zwischen 
seinen Sehenkeln liegende Bogen (sowie dessen Sehne) einander 
zugehörig. 

2. Es sei <C ß (Fig. 102) ein Eerührungs- 
Winkel. Wird der zugehörige Mittelpunktswinkel 2ß 
halbiert, so ist 

-^y^a=Ii (§27, 3a); 
aher auch 

■^y-\-ß^E (§14, 3b), 
also: ^a = ß, d. h.: *'^"" 

Mn Berührungswinkel ist halb so grofs als der zu seinem 
Bogen gehörige Winlcd c 

■ 3. a) Es sei ^ « (Fig. 103) ein 
beliebiger Umfangswinkel und a 
der auf demselben Bogen stehende 
Winkel am Mittelpunkt. Zieht man 
im Scheitel von k die Berührende, 
so entstehen hier zwei neue Winkel 
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ß und ;-, deren zugehörige Mittolpunktswinkel ß' uut) y 
Nun ist: 

*/i + „ + r-2«^l'' +.■;■ + '■; 
es ist sibev auch (2): 

^^ = 1 und y^'-, 



alsf 



ist: 



■^« = 



d. h.t 



_Em ümfangswinliel ist Jtalb so grofs als der zu seinem 
Bogen gehörige WinMl am MütelpuTikt. 

h) Wenn der Winkel am Mittelpunlit wächst, so wäehst auch 
der zugehörige Umfaiigswitikel; erreicht ersterer die Gröfse von 2iJ, 
so wird letzterer 12J, d. h.: 

Ein Umfangswinhd zu einem Ilalhkreis (oder Hier einem 
Durchmesset^) ist ein Jtechter. 

Wächst der Mittelpunktswinkel über 2Ii, so wird der zugehörige 
UmfangBwinkel grölser als IM, nnd wenn letzterer zwischen seinen 
Schenkeln den ganzen Umfang enthält, so wird er = 2E. 

4. a) Aus den Sätzen in 2 und 3 folgt: 
Ein Umfangs- und ein Berührungswink-d zu 

demselhen Bogen oder m derselben Seime sind ein- 
ander gleich, ebenso die zu gleichen Bögen oder Sehnen. 

b) Weil ferner auf einem Bogen nur ein Mittel- 
punktswinkel, aber unendlich viele TJrafangswinkel 
stehen können (Fig. 104), so ergiebt sich sofort: 

Alle JJmfangsmnkel eines Bogens oder 
einer Sekne Coder solche zu gleichen Bögen 
oder Sehnen) sind emcmder gleich. 

Jede Kreissehne erscheint somit von sämt- 
lichen Punkten des einen durch sie abgeschnit- 
tenen Bogens aus betrachtet unter demselben 
Winkel (Fig. 104). 

5, Gehen wir weiter zu dem Winkel 
zweier den Kreis schneidenden Geraden, dessen 
fecheitel muerh ilV) oder iufserlialb des 
Kreises hegt, so ze gt die Figur 105, dafs 
(§ 14, b) für len eisteren ^ a = ß -^ y, fiii 
den letzteren ^a = ß — y lat, d h 

De} ^Sifilel eweter emett Kten scimeidenäfn 
Geioden iSt a) bei eineni innetJmlb hegenden 
Schtitel gleich det Summe der Umfangsmttt! el 
det tm WinM und seinem bclteitdwinlel liegenden 
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§ 29, 53 

Bögen, b) hei einem aiifserhalb liegenden Scheitel gleich dem Unterschied 
der TJmfangsmnhel der i« dem Winlcel liegenden Bügen. 

6. Hieraus folgt, dafa von allen Winkeln, deren Schenkel durch 
die Grenzpunkte einer Sehne AB (Fig. 106) gehen, keiner von der 
Grofse des Berührungs- oder Umfangs winkeis a der Sehne sein kann, 
falls der Scheitel aufserhalb oder innerhalb des Kreises liegt. Also; 

a) Der Ort der Scheitel aller Winlcel von gegebmer Gröfse, d&-en 
Schmkel eine gegd>ene StrecJce begrenzen, ist auf je einer Seite der Strecke 
der Bogen eines Kreises, von welchem die Strecke eine Sehne und andrer- 
seits derselben der gegebene Winlcel ein Berilhrungswinkel ist. 

Als besonderer Fall von a) folgt: 

b) Der Ort der Scheitel aller rechtwinlKligen Dreiecke mit gegebener 
grofster Seite ist der um die letztere als Durchtnesser beschriebene Kreis. 

Zusatz. Die Sätze in 4 und 6 lassen sich noch 
attders gewinnen und deuten. Wenn nämlich n, und 
h^ zwei durch denselben Punkt S, der Kreislinie 
gehende Gerade sind und o^' ^s '^'^ durch S^ nach 
den Schnittpunkten der eisteren mit dem Kreise 
gehenden Geraden, und wenn t die Tangente in S, , 
/' der Scheitelstrahl S^S\^ so ist: 

^la,=fa^ und ^tb, = fh. {i:i), 
also: 

■^ (i&j — («i) = /'öa — A's O'lei": "^ «i ''i = «a ^-s i 
d. h.: 

a) Breiten sich steei Gerade um swei Punkte eines 
Kreises so, dafs sie eina/ndcr stets in einem weiteren 
KnispuiiUe süineidtn, bodtchi}! lie ■'iiJi qlnrh'fiüg um 
gleiche Wmkd — ^'k j^v 
oder 

a") Itgend siou PimUc einia KietäCt, and die MtlklpuiiUi. .wcwi 
üheremstvmmcniden gleiLhwenä/igen StriMmhiiscItd, deten entbpreiJhende Sftaftlen 
einander in d&i libngm Punkten des Kreises scimoiden, dabei entspretJien 
dem SfJfdelsttdhle beider Büschel wechselseitig dtt tn den Scheiteln gesogenen 
Berti]» cndai 

Dei Satz 6a lafst ;jich dann auch alb Umkehrnng hieivou auffassen 

b) Die üclinittpunUe ent'ip^echende) SttäliJen !:weiet Uhet ansttmmtndrn 
qlcKJiwendigen StraMenhüsihel bilden einen durch du. Sümtel deii,eTben 'iilien 
den Kreia 

7. Sind schhefshch ß und a (_Fig. 108) die 
Winkel zweier Berührenden ^^ und t^, 
so ist, weil (, X r^ und t^ ± r^, 

^ff + j3 = 2JR (§14,5), 




^« = 



d. h.: 
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54 § 29. 30. 

Der eine WinJcel smeier Berührenden ist gleich dem gleicktoendigen 
Winkel der zugehörigen Beriihnmgshalhmesser. (Tgl. § 7, 6 Anm.) 

Mit Rücksicht auf § 28, l folgt hieraus: 

b) Zu gleichen Winlieln von Berührenden eines Kreises gehören 
gleiche (Mitklpun'ktswin'kel und) Sehnen und Bögen — und umgekehrt. 

Zusatz. Eücken die Beruh mngspimkte der beiden Berähreiiden mehr 
und melir ausammen, so wird schliefalich « ^ 0, (3 ^ ^R werden, d. h. 
dor Schnittpunlit der heiden Berührenden föllt in den Berührungspunkt, 
beide bilden eine eiazige Berührende. 



§ 30, Zwei Kreise. 

1. Zwei Kreise mit gleichen Halbmessern stimmen vollkommen 
iibercin; 

denu sie decken sich, sobald ihre Mittelpunkte auf einander fallen. 
Daher gelten die im Vorangehenden gegebenen Beziehungen der 
Gröfsen von Strecken, Winkeln und Bögen eines Kreises auch für 
zwei Kreise von gleichen Halbmessern. 

2. Zwei Kreise haben entweder denselben Mittelpunkt (sog. 
konzentrische Kreise) oder sie haben verschiedene Mittelpunkte. Im 
letzteren Fall ist deren Verbindungsgerade Durchmesser für Jeden der 
beiden Kreise; somit gilt nach § 27, 2b: 

Die Gerade durch die Mittelpunkte sweier Kreise ist Miitellinie für 
beide mgleich. 

Falls von dieser Mittellinie als Gröfse ^- — -^ 

die Rede ist, soll die durch die Kreis- 
mitten begrenzte Strecke gemeint sein. 

3. a) Liegen zwei Kreise, deren Mittel- 
punkte Jlf, uyd M^ und deren Halbmesser 
r^ und r^ sind, ganz aufser einander, i'ig. luiia. 
so ist Mi^M.^ > (r, + r^), weil für einen 

Punkt P auf Jlf, M^ , welcher aufserhalb beider Kreise liegt, ll^Py- r^ 
PM, > r^ ist (§ 26, l). 

b) Umgekehrt: wenn M^M.^ > (r^ + r^}, so sei X der auf M, M^ 
liegende Punkt des Kreises um M.^. Dann ist: 

M,M^ — XM^ > ?-i + »"a — *-a oder M^X>r^, 

d. h. X liegt aufserhalb des Kreises um M^ , somit auch gemafs § 26, 2 
jeder andere Punkt des Kreises um M^. Folglich gilt der Satz: 

Wenn die Mittellinie mwier Kreise gröfser ist als die Summe ihrer 
Batimesser, so liegen die Kreise ganz aufser ^nander. 

Von der in Fig. 109 a dargestellten Lage aus lassen sich alle 
möglichen Arten der Lage beider Kreise dadurch gewinnen, dafs 
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§ 30. 55 

man den üineii Kreis, etwa den um M^, so verschiebt, dafa sein 
Mittelpunkt auf der Mittelliuie gegen M^ hin sich bewegt. 

4. Hierbei kann der Fall eintreten, dafs beide Ereise einen 
Punkt gemeiusam hdben Dann haben sie noch einen zweiten 
Punkt gemeinsam, der mit dem eisten der Mitteliinie zugeordnet 
ist (2); wollte man aber annehmen, dafs es noch einen dritten 
gemeinsamen Punkt gd.be, dafs also zwei gemeinsame Punkte auf 
derselben Seite der Mittellinie Ugen, so mfifste ihre Mittel senk rechte 
durch beide Kreismitten gehen (§ 27, la), müfste also Mittellinie 
sein, was der Annahme wideispricht Also. 

Zwei Kreise haben höchstens swet Fiintte 
gemeinsam, und diese sind dei MiÜelluue det 
Kreise mgeordnet. 

5. Liegt ein gemeinsamer Funkt aut 
der Mittellinie (Fig. 109b), so ist die in 
diesem Punkt zur Mittellinie errichtete Senk- ^^^ ^^^^ ^^ 
rechte Berührende für jeden der Kreise (§ 27, 3a), 

Mau sagt von zwei krummen Linien: „sie berühren ein- 
ander", wenn sie eine gemeinsame -Berührende mit gemeinsamem 
Berührungspunkt haben. Demnach gilt der Satz: 

a) Ein gemeinsamer Pimlct siveier Kreise auf der Mitiellinie äer- 
selb&i ist Berührung^mJct leider Kreise, und die Kreise hxlen dann 
keinen tveiteren Funkt gemeinsam; 

denn aufser diesem Punkt könnte nur der ihm zugeordnete Punkt 
gemeinsam sein (4), der aber fällt hier mit ersterem znaammen (§ 15,3b). 

b) Ein Berührungspunkt kann auch nicht seitwärts von der Mittel- 
linie liegen, da die beiden Halbmesser im Berührungspunkt als Senk- 
rechte zur Berühienden auf emer Geraden liegen (§27, 3a und b), d. h.; 

Zwei Kreise lonnen nur ejnen BervhrungspuM haben, und dieser 
liegt auf ihrer Miltelhme 

6. a) Wird dei eine Kieis aus der Lage in Fig. Iü9,b so gegen 
den auderen verschoben, dafs beide Kreise zwei nicht zusammenfallende 
gemeinsame Punkte, d h |g 2, ac) dafs sie 
zwei Schnittpunkte S und S'j haben, so ist 
(§ 18, Ja) J/i Jlfs < (M^b + M,S) oder: 

M,M,<(r,+r,), -K^^V ^' 

aber zugleich: 

Wenn swei Kreise einander schneiden, so ist ihre Mittellinie Meiner 
als die Summe und gröfser als der Unterschied ihrer Hcdbmesser. 
b) Umgekehrt: wenn 

ir, + r,)>M,M,>(r,-r,) 
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56 § 30. 

ist, uii<I wenn X und Y die auf der Axe liegenden Punkte des Kreiaea 
um M^ sind derart, dal's X auf der Verlängerung von M^M^i, Y aber 
auf M^M^ oder auf dessen Verlängerung liegt, so folgt aus obiger 
Aunabme, weil r^ = M^Y und M^X = r^ ist: 
,-j -(- r^ _ rg > KgMi — l/a T, d. li.: r^ > YJ/i 

und: MiM^-\-M^X>r, — r^-\-r.,, d. h.: Jlfi:X>r,, 

d, h. Y liegt innerhalb und X aufserhiilb des Kreises um ü/, (g 2(5, i), 
also schneiden die Kreise einander. Demnach: 

IFenw die Mittellinie zweier Kreise JcleiMer als die Stimme tmd 
gröfsef als der Unterschied ihrer Halbmesser ist, so sehneiden, die Kreise 
einander. 

Die Strecke SS, zwischen den Schalt tpimkten beider Kreise 
lieifst deren gemeinsame Sehne; zu ihr ist die Mittellinie der 
Kreise Mittelsenkrechte (4). 

1. a) Wird der Kreis M^ im seitherigen Sinne 
weiter verschoben, bis wiederum beide Schnitt- 
punkte in einen zusammenfallen (Fig.l09d), so er- 
scheint im Vergleich zu Fig. 109b der Kreis 31^ 
nm <^ie gemeinsame Berührende umgewendet. 

Liegen beide Kreise auf verschiedenen Seiten 
der gemeinsamen Berührenden, so findet eine 
ausschliefsende (Fig. 109b), liegen sie beide auf derselben Seite, 
so findet eine einschli eisende Berührung (Fig. 109 d) statt. 
Hierbei ist ersichtlich: 

Bei missehliefsender Berührung stveier Kreise ist deren Mittellinie 
gleich der Summe ihrer Halbmesser, hei einschliefsender Berührung ist 
sie gleich deren Vntersdiied. 

b) Umgekehrt: wenn 

M^M^ = r, ±r^, 
und wenn für einen Punkt P der Mittellinie MiP=y\, so ist im 
ersten Falle FM^ = 7^, 

und im zweiten Falle l/^P^jg, 

d h beidcmalo fallen auf der Mittellinie die Endpunkte zwfifi Haib- 
messei zusammen, die hier eirichtete Senkiechte zui Mittellinie mufs 
also gemeinsame Beiiihrende stm Hieraus folgt 

Wenn die Shtieümie gwetet Kreise gleich du Summe ihtf^ Halb- 
meSM) ibl, so henihen sie einander ausscMie/send, ist ^le qleich dem 
üntetbehieä der Halbmessm, so hmuhien die Kreise einander einschliefsend. 

8. Kückt der Mittelpunkt des zweiten Kreises dem des ersten 
noch näher (Fig. I09c), so wird 

M,3l,<(r,~r^), 
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und wenn nun Y derjenige Punkt des Kreises um 
Mg ist, welcher auf der Mittellinie in der Verlänge- 
rung von M.M. liegt, so ist 



oder: 



M,M,-^ M^Y<r, - 



d. h. Y liegt innerhalb des Kreises um M, , somit 

(§ 26, 2) jeder andere Punkt des Kreises um M^. 

Hieraus folgt also: 

Wenn die Mittellinie sweier Kreise Meiner ist als 
der Unterschied üirer HaTbmess&r, so liegt der kleinere 
Kreis gans innerhalb des gröfseren. 

9. Wenn beim weiteren Verschieben des Kreises um M^ schliefs- 
lich M^M^=0 wird (Fig. 109f), so lallen die beiden Mittelpunlctü 
zusammen (konzentrische Kreise), 




Siebentes Kapitel. 

Losung von Aufgaben durch Gerade und Kreis und deren 
Soknittp unkte. 

§ 31. Die Zciclieiiaufgabe. 

(Das Zeichnen von Winkel imd Dreieck.) 

1. Die geometrische Zeichenaufgabe verlangt eine Figur zu 
zeichnen (konstruieren), welche gewisse Bedingungen erfüllt. Man 
beschränkt eich hierbei auf die Anwendung der Geraden und des 
Kreises (des Lineals und Zirkels); es wird somit nur die Möglichkeit 
vorausgesetzt: a) durch zwei Punkte eine Gerade zu ziehen, b) um 
einen Punkt mit gegebenem Halbmesser einen Kreis zu zeichnen 
(insbesondere eine Strecke abzutragen), wobei es jeweils noch darauf 
ankommt, c) die Schnittpunkte der gezeichneten Linien aufzufinden. 

Die in einer Aufgabe gegebenen Bedingungen heifsen ihre 
Bestimmungsstueke. Durch dieselben wird die Aufgabe entweder 
bestimmt, und zwar eindeutig, wenn nur ein Ergebnis möglich, 
mehrdeutig, wenn deren mehrere möglich sind, oder die Aufgabe 
heifst unbestimmt, wenn sie eine unendliche Zahl von Lösungen 
zuiäfst. Sind mehr Bedingungen gegeben, als für die eindeutige Be- 
stimmung der Aufgabe notwendig sind, so heifst die Aufgabe über- 
bestimmt und die Lösung wird im allgemeinen dadurch unmöglich. 
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üiimöglicli siüd nämlich solclie Aufgaben, deren Bestimmungs- 
stücke einander oder den Forderungen der Aufgabe widersprechen. 

2. Unter den nnbestimmtea Aufgaben sind diejenigen von be- 
sonderer Bedeutung, welche die Lage eines Punktes nur durch eine 
Bestimmung angeben, welcher eine unendliche Anzahl von Punkten 
entspricht; die Gesamtheit der letzteren heifst der (geometrische) 
Ort dieser Punkte (§ 19,5). 

Ais Beispiele ■ hierfür sind besonders zu merken 

Der Ort der Punhte, welche elnm gtf/cbenen Abstand haben 

a) von einem Punkte, ist ein Kreis um diesen Punkt mit jenem 
Abstand als Halbmesser; 

b) von einer Geraden, ist das Paar von Parallelen m dieser Ge- 
ioden in dem gegebenen Abstand; 

c) von einem Kreis ist das Paar Kreise, welche mit der Summe 
und dem unterschied des gegebenen Ahstattdes und des Halbmessers vom 
MittelpiinU des Kreises a%ts beschrieben iverden (§ 26, a). 

Ist die Lage eines Punktes durch zwei (gesondert in Betraeht 
zu ziehende) Örter bestimmt, so liegt der gesuchte Punkt im Schnitt- 
punkt der betreffenden Orter oder Linien. 

i. Die Lösung der Aufgabe wird durch die Zergliederung 
(Audljsis) eingeleitet. Mau zeichnet hierbei eine vorläufig als richtig 
geltende Figur, welche die gegebenen Stücke und die gesuchte Lösung 
darstellt, fafst sowohl die in ihr gegebenen Stücke als die gesuchten 
ins Auge und sucht die fraglichen Stücke geraäfs Folgeningen be- 
kannter Lehrsätze in Beziehung zu den gegebenen zu bringen, indem 
man untersucht, welche Stücke zugleich mit den gegebenen Stücken 
bestimmt sind. Solche mitbestimmte Stücke (Data) lassen sich aus 
den Lehrsätzen entnehmen, welche die gegebenen Stücke in ihrer An- 
nahme (s. S. 6) enthalten. Zur Aneinanderreihung solcher Sätze und mit- 
bestimmten Stücke müssen oft Punkte der Figur durch Hülfslinien 
verbunden werden. Nachdem man durch die Zergliederung die Ab- 
hängigkeit der fraglichen Stücke von den gegebenen erkannt hat, 
geht die Ausführung (Konstruktion) der Aufgabe vom Bekaunten 
mittels der mitbestimmten Stücke zum Gesuchten. In gleicher Ord- 
nung wird der Beweis geführt, dafs die Lösung den Anforderungen 
der Aufgabe entspricht Schliefslich wird in der Abgrenzung 
(Determination) der Aufgabe untersucht, ob die Aufgabe ein- oder 
mehrdeutig bestimmt ist; es wird zunächst die Zahl der möglichen 
Lösungen unter den gegebenen Bedingungen im allgemeinen, dann 
werden die unter diesen enthaltenen besonderen Bedingungen ge- 
sucht, welche eine Beschränkung dieser Zahl bewirken, und es werden 
die Abänderungen des Lösungsverfahrens unter solchen Bedingungen 
ins Äuge gefafst; schliefslich werdeu noch diejenigen Bedingungen 
aufgestellt, unter welchen die Lösung unmöglich ist. 
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4. Die Aufgabe: Einen FwiU X zu bestimmen, dessen Ent- 
fermmgmi a tinä h von ztvei gegebenen Punlcieu A unA B lestimmt sind, 
wird hiernach in folgender Weise gelöst Der 

Punkt X mufs, da seine Entfernung von A ^- 

gleich a ist, auf einem um Ä mit a als Radius 1 / 

beschriebenen Kreise liegen (2a), aus gleichem j / \ 

Grunde auf einem um B mit b beschriebenen * ■7 • ■— j -j^ 

Kreise. Nach dem Zeichnen der beiden Kreise ' \ 

ergeben sich deren Schnittpunkte, welche die ' '\ /' 

Aufgabe lösen. — Es ergehen sich zwei Punkte, ,'^- 

wenn a -\- b> AJJ -ani a — h < AB (% 30, eb), m«. no. 

nur ein Punkt zwischen A und B, wenn 

(1 >|- i = AB, und nur ein Punkt auf der Verlängerung von AB, 
wenn a — ö = AB ist (§ 30, 7 b); in den beiden letzten Fällen ge- 
nügt ein Abtragen der Strecke a von A aus auf AB. Die Lösung 
ist unmöglich, wenn a -\- b < AB oder a — b> AB (vgl. % 18, 4a). 

5. Die Lage einer Geraden ist bestimmt durch ihren Schnitt- 
punkt und Winkel mit einer gegebenen Geraden. Dies führt zu der 
Aufgabe: Eine Gerade in ein&n gegdienen Punldo A, einer Geraden 
Aj^B^ unter bestimmtem Wint^el cc anmtragen. 

Zergliederung. Beschreibt 
man als Hülfslinie in den ge- 
gebenen Winkel einen Kreis- 
bogen YZ vom Seheitel A des 
Winkels aus, so entspricht ihm 
ein von A^ aus mit dem gleichen ^ 
Halbmesser beschriebener Bogen rig. m. 

y, if^; beide Bögen müssen 

gleich sein (§ 25, 3 und § 30, i) und somit auch ihre Sehnen; dnrch 
den zweiten Grenzpunkt der Sehne ist der zweite Schenkel des Winkels 
bestimmt. 

Ausführung. Man beschreibt mit einem und demselben übrigens 
beliebigen Halbmesser von den Scheitel» A und J, aus je einen Kreis- 
bogen, nimmt die Sehne YZ des in dem gegebeneu Winkel liegenden 
Bogens und trägt dieselbe als Sehne Y^Z^ von dem gegebenen Strahl 
A^B^ aus in den andern Bogen ein; dann zieht man die Verbindungs- 
gerade AiZi. 

Beweis. Da die Halbmesser beider Bögen einander gleich sind, 
so gehören in beiden Kreisen (§ 30, l) zu gleichen Sehnen gleiche 
Winkel am Mittelpunkt (§ 28, ib). 

Abgrenzung. Die Lösung der Aufgabe ist stets möglich. Sie 
ist vierdeutig bestimmt, solange nicht darüber verfügt ist, auf welcher 
Seite und an welchen Struhl der Geraden der Winkel angetragen 
werden soll; wird die Seite oder der Strahl bestimmt, so ist die 
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60 § 31. 32. 

Aufgabe zweideutig; werden Seite und Strahl der Geraden bestimmt, 
so ist sie eindeutig, 

6. Die in 4 gegebene Aufgabe stimmt mit der fiberein: Ein 
Dreieck m seicfinm aus drei gegebenen Seiten; die in 5 löst auch die 
Aufgabe: Mn Dreieck aus stim Seilen und dem eingeschlossenen Winlccl 
SU geichnen. — Sind von einem Dreiech eine Seite und die beiden an- 
liegenden Winkel gegeben (deren Snmme natürlich kleiner als 2R sein 
mufs), so werden an die gegebene Strecke in deren Grenzpunkten die 
beiden Winkel einerseits angetragen; ist ein der Seite anliegender und 
eiu gegenüberliegender Winkel gegeben, so ist auch der dritte Winkel 
ein mitbestimmtes Stück (§ 14, l) und wird zuerst als Nebenwinkel 
zur Summe der beiden gegebenen Winke! gezeichnet. — Sind zwei 
Seiten a und b und der Gegenwinkel a 
der einen dieser Seiten a gegeben, so 
trägt man auf dem einen Sehenkel dieses 
Winkels die Seite b an und beschreibt 
vom Endpunkte dieser Strecke mit a 
einen Kreisbogen, der den andern Sehenkel 

entweder zweimal sehneidet, so dafs die Aufgabe zweideutig ist (in- 
dem ihr als Losung ein spitz- und ein stumpfwinkeliges Dreieck 
entspricht, § 23, id), oder beruhigt (so dafs ein rechtwinkeliges Dreieck 
entsteht) oder nur einmal trifft, indem a ^=b oder a > 6 (wobei der 
zweite Schnittpunkt auf den Gegenstrahl de^ Schenkels von a fällt), 
in welchen beiden Fällen die Aufgabe eindeutig bestimmt ist; sie 
wird iinmSglieh ftir den Fall, dafs a kleiner als die vom Endpunkt 
von h auf den andern Schenkel gezogene Senkrechte ist (§ 18,3a). 

§ 32. Halhicren von Strecke und Winkel, Zeichnen von Senkrechten 
nnd Parallelen, 

1. Aufgabe. Die Mittelsenkreehte (Mitte) eu einer gegchenm 
Streclce AB ist gii zeichnen. 

Zergliederung. Ein Punkt X auf der '^^ 

Mittelsenkrechten in irgend einer Entfernung AX 
von A (welche grÖfser als die Hälfte von Ali') 
hat von D die gleiche Entfernung. ^— - 

Ausführung. Man zeichnet einen Schnitt- 
punkt zweier Kreisbögen, die von A und D mit 
gleichem Halbmesser beschrieben werden. Dieser 
Punkt und der zweite Schnittpunkt der betreffen- 
den Kreise oder auch zweier Kreise mit einem 
anderen Halbmesser geben die Lage der Mittel senkrechten an. 

Beweis. Da AX = XD , so liegt X auf der Mittel senk rechten 
zu AB (§ 19, ib), ebenso X,. 
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Abgrenzung. Die Aufgabe hat stets eine einzige Losung. 

3. Aufgabe. Dk Haihierende eiiies gegebenen Winkels ist su 
seklmen. 

Zergliederung. Zu zwei beliebigen 
Punkten der Schenkel in gleichem Abstand 

vom Scheitel ist die fragliche Halbierende g <C^ i 'f^ 

Mittelsenkreclite ; daher die Ausführuug ge- 
mäfs 1. Es genügt die Bestimmung eines 
Punktes wie X ^'s- n*. 

Die Aufgabe, einen beliebigen Winkel in drei 
gleiche Teile zu teilen (seit der Zeit der altgriechi sehen Mathematiker 
berühmt und schon um 420 v. Chr. gelöst), ist unter alleiuigei' Anwendung 
von Gerade und Kreis nicht zu lösen, sondern erfordert die BenütKimg 
andersartiger krummer Linien. — Da \ = \- -\- \ ■ ^i, so ist -J ^ 4 

somit läfat sich die Dreiteilung durch wiederljolte 
Vierteilung annäherungsweise bewerkstelligen. Die 
Dreiteilung des Ti ergiebt sich leicht mittels eines 
gleichseitigen Dreiecks (§ 17, 2c). 

3. Aufgabe. In einem gegebenen Funkt 
einer Geraden ist die Sen/oredite sm ihr gu ei-- ^^ ^i- 
richten. 

Zergliederung, Da der gegebene Punkt 0(Fig. 115) als Scheitel 
eines gestreckten Winkels betrachtet werden kann, so kommt die Auf- 
gabe auf 2 zurück. 

4. Aufgabe. Von einem 
gegebenen Funkt aus soll auf 
eine Gerade die Senkrechte ge- 
fällt werden. 

Zergliederung a). Zu 
zwei Punkten der Geraden, 
welche von dem gegebenen 
Punkt gluicbweit entfernt sind, 
ist die gesuchte Gerade Mittel- 
senkrechte. 

Ausführung. Man zieht einen Kri 
(Fig. 116 a), welcher die Gerade 
und verfährt dann wie in 1. 

Zergliederung b). Zwei Kreise, deren Mittellinie die Gerade 
ist und die einander in dem gegebenen Punkt schneiden, treffen 
einander zum zweiten Male in dem zugeordneten Punkt andrerseits 
der Geraden. 

Ausführuug. Man besehreibt von zwei beliebigen Punkten 
A und S der Geraden (Fig. 1 10b) Kreisbögen, welche durch gehen; 
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um den Punkt 
zwei Punkten Ä und B schneidet 
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der zweite Sclinittpunkt X dieser Kreisbogen bestimmt dann die Lage 
der Senkr echten. 

5. Aufgabe. Im Grengpunht eines Strahles ist dessen Senk- 
reclde m errickten, ohne den Gegenstrahl m hemtsen. 

Zergliederung. Ist OS der Strahl und wird 
als Hülfslinie von einem Pnnkt Ä aus ein Kreis 
durch gelegt, so mufs die zum rechten Winkel 
gehörige Sehne ein Darchmesser sein gemäfs §29, 3 b, 
da nur über einem Durchmesser der ümfangswinbel 
ein M ist. 

Ausführung. Man beschreibt um emen be 
liebigen Punkt A einen Kreisbogen, der durch den 
gegebenen Grenzpuukt gebt und den Strahl m 
einem zweiten Punkt .Zf schneidetj zieht duich ditsen Punkt den Durch- 
messer, und vom anderen (Srenzpunkt Ä desselben die Gerade nach 0. 

Beweis. Der Winkel BOX i&t em Re(,htei nach § 29,3b. 

6. Aufgabe. Durch einen Fioilt P ist die Parallele zu einer 
Geraden l su mefien. 

Zergliederung a). Eine '^^ ».. Ii. 

Hülfsgerade s durch P, welche ■ ■■ • ' ■ '¥ ■ — ;- — -■ — " "•• Ir^ 

l schneidet, ergiebt mit l '\( 

einen Winkel, zu welchem /\ 

ein gleichwendig gleicher -/ — { — ^'■^ — — - — — — - — ]- 

Winkel in P an s anzutragen \, ** ■* 

ist (§ 11, 2b). Tig. HS. 

Zergliederung b). Man 
kann P als gegen gesetzten Punl t zu einem bfliebigen Punkt Pj 
von l auffassen. Zu einem beliebigen zweiten Punkt Q^ vtn / hegt 
der gegengesetzte Funkt Q 3.Ü !pi gea chtnu Piiallelen (k 10 ) mdist 
dadurch bestimmt, dafs seine Entfemugeu von P unl 1^ t,leiih 
PjQi und PQi sind (§ 10 s) und lafs ei inleraeits ila Q von der 
Verbindungsgeradeu PPj hegt 

7. Aufgabe. Zu mnet Geraden ; i' m qej benetn ib',tand a ihe 
'Parallele su meken. 

Ausführung, a) Man zeichnet eine Senkiechte zur GerideD, 
trägt a auf ihr ab und zieht duieh den eihalteuen Gien/ipuukt die 
Parallele zur ursprüngliclipu o lei 1 e Ser lirechte zui vorher ge 
zeichneten senkrechten Geraden i^ 11 4b) 

b) Man zeichnet {Fig ll<^a) zwei Senkrechte mittels eines 
Kreises wie in 5 und trägt auf ihnen a ab (§ 12 ab) 

c) Man beschreibt (Fig. 119b) um zwei Punkte A und P der 
Gei'aden Kreise mit dera Halbmesser a und legt eiue Gerade (Lineal) 
berührend an beide Kreisbögen an. 
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§ 32. 33. 

Beweis, Da Ä^B^ m 
A^ und in ^i berührt, so 
ist AA^ und BB^XA^^^ 
(§ 27, 3a), und da auch 
AA^ = -B-ßi) so ist zugleich 
J.,-ßi li A.B (g 12, 2b), so- 
mit AA^ und BB^XAB 
(§n,ia). . ^i^- 

Wollte man die Be- 
rührungspunkte selbst genau erhalten 
Senkrechten zu AB errichtet werden. 




p müfsten in A und B die 



§ 33. Zeiclmeii von Beriilirenden des Kreises. 

(ßerade in gegebenen Abständen von Punkten.) 
I. Aufgabe. Durch einen Kreispmtki ini die Betükrende 



Hl ziehen. 
§ 32, 3 



Auflösung. Wegen § 27, 3a kann die Aufgabe wie i 
oder 5 gelöst werden. 

2. Aufgabe. Parallel £u einer Geraden soll an einen Kreis eine 
Beriihrmtde gezogen werden. 

Auflösung. Die zur Geraden Senkrechte von der Kreismitte 
aus trifft den Kr^ia in den Berührungspunkten (§ 11, 4b). 

3. Aufgabe. Durch einen Punkt aufserhalh des Kreises sind 
Serükrmde an ihn zu zidien (oder deren Berührungspii/iilite su bestimmen). 




Zergliederung a). Es sei A die Kreismitte, B der gegebene 
Tunkt, Z der fragliche Berührungspunkt (Fig. 120a). Dem Mittel- 
punkt A ist andrerseits der Berührenden ZB ein Punkt Y zugeordnet, 
dessen Entfernung von A gleich dem doppelten Halbmesser und von B 
= BA sein mufs. 

Ausführung. Man zeichne um den Kreismittelpunkt mit dop- 
peltem Halbmesser einen Kreis und mit BA von B aus einen Kreis- 
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64 g 33. 34. 

bogen, verbinde die Schnittpunkte beider HtÜfskreise mit der Ereis- 
mitte; diese Yerbindungs geraden gehen durch die ßerührnngs punkte. 

Beweis. Da AZ '^ ZY und AB^BY, so ist BZ Mittel- 
senkrechte zu A Y, also senkrecht zu AZ und Berührende (§ 27, 3 a). 

Zergliederung b). Gemäfs § 29, 6 b mufs der Berührungspunkt iT 
(Fig. 120b) auf dem Kreis liegen, dessen Durchmesser AB ist; der 
Berührungspunkt ist daher der Schnittpunkt des gegebenen Kreises 
mit dem um AB als Durchmesser beschriebenen. 

jijuaatK. Hiermit ist auch die Aufgabe gelöst: 

Durch einen Punkt B eine Gerade zu siehen, weldw von einem 
PtmU A cmeM gegd)enen Abstand liat. 

4. Aufgabe. Zu zwei gegebenen Kreisen sind die gemeinsamen 
Berührenden m zielten (oder deren BerulirungspunJcte su bestimmen). 

Zergliederung. Weim die beiden Kreise einander, ganz aus- 
scbliefsen, so ist die gemeinsame üufsere Berührende, von 




■welcher ab beide Kreise einerseits liegen, zu imterscheiden von der 
gemeinsamen inneren Berührenden, auf deren Gegenseiten beide 
Kreise liegen. Denken wir zur Berührenden die Parallele durch die 
Mitte des kleineren Kreises gezogen, so ist deren Abstand von der 
Mitte des anderen Kreises im ersten Falle gleich dem Unterschied 
der Halbmesser, im zweiten gleich deren Summe; sie berührt somit 
einen Kreis, welcher um die Mitte des gröfserea Kreises entweder 
mit dem Unterschied oder mit der Summe der Halbmesser beschrieben 
ist. Damit ist die Aufgabe auf 3 und 2 zurückgeführt. — Ab- 
grenzung der Aufgabe je nach der Lage beider Kreise- 
Zusatz. Die Aufgabe: eine Gerade su siehmi, welcite von stvei 
gegebenen PunJden A und B bestimmte Abstände r und 11 liat, ist 
übereinstimmend mit der vorstehenden zu lösen. 

§ .54. Zeichnen von Reriilirungskreisen. 

(Punkte in gegebenon AbstK,flden von Funkten und Geraden.) 

1. Soll ein Kreis durch einen Punkt gehen, oder soll er eine 
Gerade oder einen Kreis berühren, so ist für die Lage der gesuchten 
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§ 3*. 65 

Kreismitte zu beachten, dafs ihr Abstand von jenen Gebilden stets 
gleich dem Halbmesser sein mufs, Ana § 31, 2 folgt somit: 

Der Ort der MittelpunMe aller mit gegebenem Halbmesser m he- 
schreibmäen Kreise, 

a) welche durch einen I^nkt gehen, ist der Kreis um diesen Punkt 
mit dem gegebenen Halbmesser; 

b) weÜhe eine Gerade heriikren, ist das Paar von Parallelen eu der 
Geraden je in dem dem Halbmesser gleichen Abstand; 

c) weldie einen Kreis berühren, ist das Paar Kreise mit deniseß)en 
Mitteljnmkt, deren Halbmesser gleich sind der Summe und dem Unterschied 
der gegebenen Halbmesser. (Die Summe giebt ausschliefsende, der 
Unterschied giebt einschliefaeude Berührung.) 

2. Soll ein Kreis mit gegebenem Halbmesser je mvei der Gebilde 
Punkt P, Gerade l, Kreis K berühren, so ergeben sich die folgenden 
sechs (mehrdeutigbestimmteu) Einzelaufgaben. Essollen berührtwerden: 

1)P,,P,; 2)P,,k; n)P,,K,; 4) i, , /^ ; ö)l,,K,; 6)K,,K, 

Die Abgrenzung der Aufgabe hat die Abhängigkeit der Anzahl 
der fragliehen Kreise von der Gröfse des gegebenen Halbmessers und 
von den Abständen der gegebenen Stücke (sowie von den Halbmessern 
der gegebenen Kreise) darzulegen. 

Zusatz, Eine etwas allgemeinere Fassung dieser Aufgabe ist die 
folgende: Punkte mi suchen, welche gegebene Abstände haben von, je sweien 
der drei Gebüde Punkt, Gerade, Kreis. 

3. Ist der Halbmesser nicht gegeben, während der Kreis zwei 
der drei Gebilde Punkt, Gerade, Kreis berühren soll, so ergeben sich 
für die Lage des Mittelpunktes Örter, von welchen hier nur die an- 
geführt werden können, welche der ersten und der vierten der sechs 
Einzel aufgaben in 2 entsprechen. Aus § 19, 6 folgt nämlich: 

Der Ort der Mittelpunkte aUer Kreise, welche 

a) durch zwei Punkte gehen, ist deren Mittelsenkrecfite; 

b) swei einander schneidmde Gerade beriäircn, ist das Paar von 
Winkelhalbierenden der Geraden 

c) zwei Parallele beruhten »*i deten MitteJimrallele 

Hiernach lassen sich leicht die Aufgaben lösen Zu drei Punktejt 
oder drei Gnaden die berührenden Ktetse "u zeichnen (vgl. § 35). 

Als geometrische örtei det Mittelpunkte für die (Im Aufgaben in 
2, 2; 3; 5; 6 entsprechenden Pille eit,ehrn si U kiumme Imien, deren Be- 
trachtung im dritten Teil filgen wnd 

4. Die den Fällen 2 " und 3 entspredipuden Orter lassen sich 
aber hier noch angeben, sobald dci gegebene PunI t auf einem der 
beiden anderen gegebenen (lebilde Iie^'en ■äjfl 
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66 § 34. 36. 

Bei Angabe des Berührungspunlvtea auf einer Geraden oder auf 
einem Kreis ergiebt sich nämlich aus § 27, 3a und § 30, 7a: 

Der Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche in einem gegebenen 
lenkte 

a) eine Gerade ierükren, ist die im Berührungspunld sur Geraden 
Senkrechte; 

b) ein^i Krms herOhren, ist die durch den PunJd und die Kreis- 
mitte hesUmmte Gerade. 

5. Mit Hülfe der in 3 und 4 angegebenen geometrischen Orter 
lassen sich die folgenden Aufgaben lösen: 

Kreise jsf» zeichnen, von welchen ein Beriihnmgspunkt entweder 

a) atif einer Geraden oder 

b) om/' einem Kreise gegeheii ist 
und welche aufserdem entiveder 

«) einen Ikmlct herüJiren, oder 
ß) eine Gerade heriihren, oder 
y) einen Kreis berühren. 

Für die Fälle ay und b^, sowie hy sind die folgenden Lehr- 
sätze zu beachten: 

a) Die BerührungspiiTikte eines Kreises, der eine Gerade und einen 
Kreis iemlirt, liegen auf einer Geraden mit dem einen Qrenspunkt des 
stw Geraden senlcrechien DureJ^ness^s des letzteren Kreises. 

b) Die Serührungsptmkte zweier Kreise mit einem dritten liegen 
auf einer Geraden mit dein einen GrenepunH desjenigen Durchmessers eines 
der beiden Kreise, welcher mit dem Halbmesser nach dem Berührungs- 
punkte des andern Kreises parallel ist. 

Zum Beweis benötze man: §11,S, §17,2b, §14,ta und §7,5. 

6. Die Aufgabe: Einerseits einer Strecke den Ort der Scheitel aller 
Winkel von gegebener Gr'öfse m zeichnen, deren Schenkel durch die 
GrenspunJde der Streclce gehen {ygl. Fig. 104 und 102), wird nach 
§ 29, G durch den Kreis gelbst, der durch beide Greuzpunkfce (Ä und B) 
geht (3a) und die Gerade (BO) berührt (4a), welche den zweiten 
Schenkel des Winkels bildet, der andrerseits an der Strecke in deren 
einem Grenzpunkfc angetragen wird. 

§ 35. Die Kreise des Dreiecks und Dreiseits. 



1. Der Mittelpunkt eines Drei- 
ecks (§ 20, i) ist zugleich auch 
Mittelpunkt des durch die Ecken 
gehenden Kreises (§ 34, 3 a): 

Dwch drei nicht in einer Geraden 
liegende PunJcte läfst sich stets ein 
Kreis legen. 



1'. Die vier Mittelpunkte eines 
Dreiseits (§ 20, 2) sind zugleich 
auch Mittelpunkte je eines die 
SeiteaberühreudenKreises(§ 34,3b): 

Zu drei Geraden, welche in drei 
Punkten einander schneiden, giebt es 
vier beriSirende Kreise. 
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Dieser Kreis heifst der dem 
Dreieck umgeschriebeue Kreis 
(Umkreis). 

2. Die Winke! a, ß, y des Drei- 
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Der in dem Dreiseifc liegende 
Kreis heifst ihm eingeschrieben 
(Inkreis), die drei anderen heifsen 
angeschrieben (Ankreise). 

2'. Die Seiten a, h, c des Drei- 




ecks J.BC(Fig. 122) werden durcli 
die nach dessen Ecken gehenden 
Halbmesser des umgeschriebenen 
Kreises geteilt, und zwar nur innen 
oder teils innen teils anfsen (§ 7, i), 
je nachdem die Kreismitte inner- 
halb oder aufserhalb des Dreiecks 
Hegt; im letzteren B'ail sind einzelne 
Teilwinkel negativ za nehmen. 
Nun ist; 

f + r'-" 
r +''-!> 
«• + /i'-r 

also: 




seits ABC (Fig. 123) werden durch 
die Berührungspunkte des ein- 
oder angeschriebenen Kreises ge- 
teilt, und zwar entweder nur innen 
oder teils innen teils aufsen (§ 6, e), 
je nachdem die Kreismitte inner- 
halb oder aufserhalb des Dreiseits 
liegt; im letzteren Fall sind einzelne 
Teilstrecken negativ zu nehmen 
(vgl. unten Zus.). Nun ist: 

»> + s, - « 

». + », = 6 

\_+_h - « 
2-(s, + .!,+s,) = o + i)+<! — 2!«), 
also: 

Si + Sa + Sg = s ; 
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a' — R — a 

y' = Ii — y, d. h.: 

Jeder Teil eines Dreiecksivinliels 
zwischen dem Halbmesser des um- 
ffeschriehmen Kreises und einer Seite 
ist gleich der halben Summe der 
Winkel des Dreiecks ('= R) weniger 
dem Gegenwinkel der 



s^ = s — c, d. h.: 
Jeder Teil einer Breieckseite zwi- 
schen dem BerUhrungspmthte des ein- 
geschriebenen Kreises und einem Eck 
ist glddi der halben Summe der 
Seiten des Dreiecks iveniger der 
Gegenseite des betreffenden Eckes. 




Zusätze. 1) Jeder der aiigeschrie- 
l)eiien Kreise eines Dreiseits berßlirt eine 
Seiten strecke selbst, die beiden anderen 
in ihrer Verlängerung. Dann gilt etwa 
för den Kreis M^ die Beziehung: 

_BC, = BÄ, und CD, = CA^ , 
und 

AB^^ AC,, 
also: 2- AB, =■ 2 ■ AC^ = 

AB,-\-AC^^AÜ'j-CB^-i-AB + -BC; 
^AÖ+AB-\-BC^2s, 
somit : 

AB^ ^ Af\=s, 
was sich leicht in Worte fassen lafst. 

2) Hieraus folgt, dafs: 

BA^ = BC, = s — c = Sj und (7^, = CB, = s — 6 = s^. 
Vergleicht man diese Werte mit deu in (3') gefundenen, so 
folgt, dafs: 

BA, = CA\ d. h.: 

Jeder Anh-eis eines Dreiecks teilt die nicht in ihrer Verlängerung 
berührte Seitenstrecke in eben solche (nur vertamcht liegende) Abschnitte 
wie der Inkreis. 

3) Weiter folgt sofort: 

B^B'^B.A — B'A = s — {s - a)^a, ebouso G^C = a, d.h.: 
Wird SU einem Dreieck der Inkreis und ein Ankreis gezeichnet, so 
ist der Abstand ihrer Berührungspunkte auf einer Seite, von welcher die 
Kreise einerseits liegen, gleich derjenigen Seitenstrecke, m welche- die 
Kreise beideiseitig liegen. 

4) Wir fügen noch hinzu, dafs: 

A'A, = b — c. 
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IV. Abschnitt. 
Das Vieleck und das Vielseit. 

Achtes Kapitel. 

Das Viereck und das Vierseit. 

§ 36. Das Viereck mit Mittelpunkt. 

(Parallelogramm*). 

1. Zwei Punktpaare, welciie von einem Mittelpunkt aus gegen- 
liegen, bestimmea (§ 10, la) zwei Paare paralleler Geraden und 
damit (§ 8, 3b) ein Parallelogramm. Hieraus folgt: 

Ein Vierech ist ein Farallelofframm, tvenn 
seine Eckenlinien einander halbieren. -^r^ ~~/^ 

3. In einem Pardllelogiamm ABCD talleu / ""V. ' 

nach der Umdrehung um die Mitte M emet -gl ^ 

Eckenlinie die parallelen Uegenaeiten auf eiuaudet i g i s 

(§ 10, 2b), d. k: 

a) Bas Paralleloffi amm hat eoteii MHlelpimlt, namliüi dmi Mittel- 
punJct seiner Eckinlinien 

Uurch die Deckung nrich dei Umdrehung um M weiden folgende 
Sätze begründet: 

b) Im, Farallelograni/m halbteten die Echenlinien einander 

c) Im ParaUeloyramm sind du Qegem'^eiten einandet gleiüi, ehtnbo 
die an Gegenecken hegenden Winkel dagegen ist die Summe zweier be 
nachbarten WiiJiel = 2B. (Vgl. § 12, la und aa, sowie g 11, 3.) 

d) Jede durch den Schmttpimkt der Eckenlmien eines Faränelofframms 
gefmtde ttnd von zwei Gegemdten (oder Viren Verlängermigen) hegremte 
Strecke mrd in jenem Bumkte halbiert. 

3. Umgekehrt folgt aus § 12, ib: 

a) Ein Viereck ist ein Parallelogramm, tvenn einmal stoei Gegen- 
seiten parallel und gleich sind. 



*) Als deutscher Niinie köante hieifui* „Kautliag" gebraucht werden. 
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Auch die Gleichheit von Gegenseiten allein oder die Gleichheit 

von Winkeln genügt, um ein Parallelogramm zu bestimmen, nämlich: 

b) Ein Yierecli ist ein Farallelogramm , wenn zweimal swei Qegm- 



dean aus derAanahme, dafB(Fig, 125) AB = BC, AD = BC, geht die 
Übereinstimmung der Dreiecke ASG und CDA hervor f§ 23, ic); 
die Umdrehung um die Mitte M von AC bimgt das eme Dreieck 
auf das andere; daher sind die Seiten paarwen'je geg enges et ,it und 
parallel. (Vgl den Beweis in § 23, sb.) 

c) Ein Viereck ist ein Fa/rallelogramm , tvmn saemial stict, (jeijtn 
üherliegende Winkel gleich sind; 
denn wenn (Fig. 12ö) ^A = C, ^ B = I) , 
so ist ^A-{-B=C-\-J) = 2E (§14,5), 

also (§ 11, 2b) AD\\BG; 

ebenso ist ^ A -\- D = B + C ^2E, 

also AB II CD. 



§ 31. Das Viepcfk imA Vierseit mit Mittellinie. 

(Gleich schenk eliges Viereck und gleichgenoigtes Trape/.) 



1. Wird ein Paar der Mittel- 
linie «( zugeordnete!" Punkte X und 
Y verbunden mit zwei Punkten der 
Mittellinie V und Z, so entsteht ein 
Viereck mit Mittellinie, in welcliem 
je zwei Seitens trecken « und ö, c und 
ä beim Umwenden um die Mittel- 
hnie einander decken, ebenso die 
"Winkel hei X uud Y. 




1'. Wird ein Paar- der Mittel- 
linie m zugeordneter Geraden x und 
2/ durchscbnitten von zwei Senk- 
rechten zur Mittellinie, so entsteht 
ein Vierseit mit Mittellinie, in wel- 
chem je zwei Winkel « und j3, y 
und S beim Umwenden um die 
Mittellinie einander decken, ebenso 
die Seiten strecken ÄJ) und HC. 






2. Ein Viereck, in welchem zwei 
au einem Eck zusammentreffende 
Seiten einander gleich sind und 
ebenso die an dem Gegeneck heifst 



■7 \ 



Kg. IST. 

3'. Ein Vierseit, in welchem zwei 
Seiten parallel sind (Trapez, § 8, 3b) 
und die beiden andern Seiten mit 
gegen wendig gleiche 
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ein gleich sclienkelig es 
(Deltoid). 

Ist a =^ & und c = d, so ist TZ 
die Mittelsenkreclite au X T (§ 19, 1 b), 
ist also Mittellinie des Vierecks. 



Winkel bilden, keifst ein gleieii- 
geneigtea Trapez ( Anti parallele - 
gi'ainm). 

l&tAB 1 CDnnd ^« = (3, seist 

, die Mittelsenkreclite m zu AB auch 

. Mittellinie zu den Bichtungen AD 

und BC (§ 17, 4a'), und weil auch 

BG ±m ist, so ist (§ 15, 3b) ö A C. 

Pas gleickscJimkelige Viereck liat Das gleickgeneigte Trapee hat als 

als MiüeHmie die E<^erämie der MUtellmie die Verhindungsgeradc der 

Fmäcle, an vidclien die gletcJim Säten Mitten seiner Parallelseäen. 

msammenireffen. 

3. Die Zuordnung der Teile beidetseite der Mittellinie hat zur Folge ; 



Im gleichsehenkeUgen Yiereek 

a) sind die mm ungleichen SeUm 

gebildet^t Win&d ei/nander gleicli; 
h) ist die HäWierende des Winkels 

zweier gleicJien Seiten auch Winkel- 

hdlfyiereitde der lieiden andern Seiten; 

sie ist Mitlelsenh-eclile der zweiten 



Im gleicligemeigten Trapez 

a') swd die nictit parallelen Seilen 

emand^ gleich; 

b') ist die Mitlelser^edite der einen 

Parällclseite auch MOtelsetihreclite der 

andern; sie ist Winkelhalbierende der 

beiden Jßckcrüinim. 



§ 38. Das Viereck und Vierseit mit Mittelpuiilvt und Mittellinie. 

(Raute, Eechteck, Quadrat.) 



1. Ein Parailelogramm, in wel- 
chem zwei an einem Eck liegende 
Seiten einander gleich sind, heifst 
eine Raute (ein Rhombus, Fig. 128), 

2. Alts 1 oder 1' und aus § 
a) In einer Haute sind alle Seiten 
einander gleich. 



1'. Ein Parallelogramm, in wel- 
chem zwei an einer Seite liegende 
Winkel einander gleich sind, heifst 
ein Rechteck (Fig. 129). 
36, 2c folgt: 



a') In einem EedUeck sind alle 
I Winkel einander gleidr, jeder ist 
I ei« Seckter. 

Raute und Rechteck können also in doppelter Weise als Viereck und 
Vierseifc mit Mittellinie aufgefalst werden (§ 37, 2 und 2'). 
Umgebehrt: 
b) Ein Vierecli mit vi^ gleichen 
Seiten ist eine Saute; 
denn in ihm sind zunächst zwei 
Paare gegenüberliegender Seiten 
gleich, also (§ 36, sh) ist es ein 
Pai'allelogramoi , und auch zwei 



b') Mn Viereck mit vier gleichen 
Winlxln ist ein Eechteck; 
dennin ihm sind zirnächatzweiPaare 
gegenüberliegender V^'inkel gleich, 
also (I 36, 3e) ist es ein Paral- 
lelogramm, und auch zwei be- 
benachbarte sind gleich, also (1) j nachbarte sind gleich, also (1') ist 
ist es eine Raute. i es ein Rechteck. 
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3. Jedes Eck eiaer Baute liegt 
auf der Mittelsenkrechten der beiden 
benaelibarteii Eekeu (§ 19, 5 a), wo- 
raus folgt (§ 15, 3a): 

Eme Baute Juii als Mittellinien 
die lieiden EclienVmien. 




'. Der Mittelpunkt jeder Seite 
Recliteck Hegt auf der Mittel- 
paralielen der benachbarten Seiten 
{§ 19, 5 c), woraus folgt (§ 16, 2 a): 
Ein Beckteck hat als Mittellinien 
die heiäm Verbindtings</eraden der 
gegenüberli^enden Seitmmittm. 



^ 


j^ 


B 














li 


— .=— 


C 



4. Raute und Rechteck haben als Parallelogramme auch einen 
littülpunkt (vgl. § 17, sa). 

Aus der Deckung nach dem Umwenden iol^t uumittelbar 



a) In einer Baute halbiert jede 
Echenlinie die Winkel siueier Gegen- 



b) Die Eckenlinien eint 
sind SU einander senhrecht. 



Haute 



a) In ement BeMei^i, ist die 
Mittelsenl,3-eekte su einer Stite aac/i 
solche mr Q-egeriAeile 

b) Die Ecletihmen awei Eeiht 
eüiea Sind emandet gleich 

ö. Ein Parallelogramm, das zu^^leith Rechteck und Riute lot, 
heifst ein Quadrat (Geviert). 

Es kann also erklärt werden als a) ein Ti.echt- 
eck, in welchem zwei austofseudo Seiten gleich, 

b) eine Haute, iu welcher ein Winkel ein 
Rechter, 

c) ein Parallelogramm, in welchem zwei 
anstol'aende Seiten gleich und senkrecht zu einander, 

d) ein Viereck, in welchem zwei austofsendo 
Seiten zu einander senkrecht und alle Seiten ein- 
ander gleich sind. 

Das Quadrat hat als Mittelpunkt den Schnittpiinkt seiner Ecken- 
linien (§ 36, 2 a), als Mittellinien sowohl seine Eckenlinien (3) als auch 
die Mittelparallelen seiner Seiten (3'): es besitzt also einen Mittelpunkt 
und vier Mittellinien. 



\a 


A, 


n 




p, 


\ 




B, 










/i 


1 


c; 


c 


'"•., 
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§ 30. Das Viereck im Kreis nud das Vierseit um den Kreis. 



1. Ein Vieleck, dessen Ecken 
auf einem Kreise liegen, lieifsl 
dem Kreise eingesehriebea 
oder Kreisvieleck; der Kreis 
heifst dem Vieleck umgesclirie- 
ben (Umkreis). 



3. Wird einem Kreis ein Vier- 
eck ABC'D eingeachrieben und 
wird die in A Berührende, sowie 



1'. Ein Vielseit, dessen Seiten 
einen Kreis berühren, heifst dem 
Kreise umgeschrieben, oder 
Kreisvielseib; der Kreis heifst 
dem Vielseit eingeschrieben 
(Inkreis), falls er innerhalb, und 
angeschrieben (Ankreis), falls 
er aufserhalb des Vielseits liegt. 

2'. Wird einem Kreis ein Vier- 
seit ABCD nmgeselirieben, so ist 
(§ 27, 4b): 




die Eckenlinie AC gezogen, so ist 
(§ 29, "): 

^ci = y und -^ «" ^ y", 

somit: 



ä. h.: 

Im eingeschrid>emn Viereck ist die 
Smnme mveier gegeniiberliegetidett 
Winkel gleich swei Rechten. 

Zusatz 1. Ein einem Kreise 
ei Qge schrieb ene s Par a 11 el ogr am m 
(I 36, ac) ist ein Rechteck, 



AA, = AD, 
A,ß^B,B 

C,D^D,D, 
somit: 

AA,-\-A,B-^CC\ + C,i) 
= AB, + B,B-\- OB, + B, B 
oder: 

AB-\-CD = AD-\-CB; 
d. h.: 

Im timgeschri^}enen Vierseit ist die 
Summe mveier Gegenseiten gleich der 
Stimme der beiden anderen. 

Zusatz 1'. Ein einem Kreise 
umgeschriebenes Parallelogramm 
(§ 36, 2e) ist eine Raute. 
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Zusatu 
I ist: 



2. Ist das Yiei-seit AB CD dorn Krei, 



AB — CI> = 
= AA^ ~ BA^ — CC, — C\I) 
= AB^ — ISB^ —BJJ — BB^ 
= A!\ — BT>, - (BH^ -\- B,r) 
^AB^B<, d h 

Bei einem dem Kiose avffcsdinthefim Yiaseit ist der Untcrsdded 
zweier Ge/jensnten glmh dem de) htiäm andertn 




3. Als Umkehrung von 1 folgt: 
Um ein Viereck, w welchem die 
Summe zweier Gegenimnlel gleicli 
0wd Bechten ist, laßt biüt ein Kteib 
besclireiben, 
denn wenn (Fig. 134) 

^BGD-\-I)Ali=2B, 
und wejm etwa der um DAB be- 
schriebene Kreis (§ 35, i) die 
SC nieht in C, aondern in E 
selineiden würde, su wäre: 




•^ BED + DAB = 2B 
(2), also müfste: 

^ BEB = BGB 
sein, was unmöglicli ist (§ 14, 2 b). 

Zusatz. Um jedes gleiehge- 
neigte Trapez Mst sich ein Ki-eis 
beschreiben, 

4. Aiis§38,4b' folgt (Fig.136): 
Ber Schnitl^nkt der Ecltrnlinien 
mws Bechteckes ist der MUlel^unJct 
des umgeschriebenen Kreises. 



3'. Als Umkehrting von 1' folgt: 
In ez» Vierseit, in welchem die 
Summe je zweier Gegenseiten glei- 
(Jien Weit hat, läfst sich ein Kreis 
bebchretben, 
denn wenn (Fig. 135) 

AB-\-CD^BC+BA, 
und wenn etwa der die Seiten 
AB, BC, CD berührende Kreis 
(§ 35, i') nicht auch AD, sondern 
AE berühren würde, so wäre: 




AB + CE=BC-\-EJ. 
(2'), also müfste: 

CD — CE=DA~ EA 
oder ED = BA — EA. sein, was 
unmöglich ist (§ 18, 4a). 

Zusatz. In jedes gleichschenke- 
lige Viereck läfst sich ein Kreis be- 
schreiben. 

4'. Aus § 38, 4 a folgt (Fig. 137) : 
Ber Sehnittpimht der Edcenlinien 
einer Baute ist der Mittelputilct des 
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5. a) Aus (3) und (3') folgt, dafs sich um und in ein Quadrat 
(§ 38, 5} ein Kreis beschreiben 
läfst (Fig. 138): 

"Der Schnittpunkt der Ecken- 
linien eines Quadrates ist der 
Mittelpunkt des ein- und des um- 
~ ' Der Halb- 



ist 



der halben Seite des 




b) Umgekehrt iasseu sich auch 
beschreiben (Fig. 139): 

Die Grenaput^le zweier 
stimmen ein dem SJrdse ein- und e 
was aus der Zuordnung in Bezug 
iinieu folgt. 



ihm umgeschriebenes Quadrat, 
if beide Durchmesser als Mittel- 



Neuntes Kapitel. 

Das w-eck und das );-seit. 

§ 40. Das Vieleck mit Mittelpunkt und das Vieleck mit Mittellinie. 

1. Beliebig viele Punktpaare, 1'. Beliebig viele Piinktpai 
welche vou einem Mittelpunkt 3t welche einer Mittellinie ni zugeordnet 
aus gegengesetzt liegen, wie Ä und sind, wie A uud A^, B und B^, 
Ä^ , B und Bj , C und (?,,... be- C und C^, ... bestimmen ein Viel- 





stimmen ein Vieleck mit Mittel- eck mit Mittellinie m. Die Mittel- 
puukt M. Trennt mau dasselbe | linie verlegt dasselbe in zwei gegen- 
durcli einen Schnitt längs einer Ge- 1 wendige überein stimmende Vielecke, 
radeu des Mittelpunkts ÄMA^ in | Die Eekenzahl des Vielecks ist un- 
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76 §40. 

zwei Teile, so liann der eiue Teil i gerade (Pig. 14ia) oder gerade 
durch Umdrehung auf den andern : (Fig. 141b nnd 141c), ä. h. es ent- 
gebracht werden. Jede Gerade des 1 steht ein unpaares oder paares Viel- 
Mittelpunkts teilt also das Vieleck | eck mit einer Mittellinie, wenn 





in zwei gleich wendige übcreinstim 
mende Vielecke. Die Eckenzabl des 
Vielecks ist immer eine gerade. 



wird an eine 
Seitenstrecke eines Vieleckes nach 
aulsen ein übereinstimmendes gleich 
wendig angetragen, so ist die Ge 
samtfigur ein Vieleck, für welches 
die Mitte jener Seitenstrecke Mittel 
pimkt ist, 

Demi wenii (Fig. 140) 

Tind wenn d,3,hiii Ä 31^ MA^ , so ist 
■^MAB^MA^Üi, AS = A,B^, 
.folglich Aß \/\A^B^■, weil ferner 
■^B = £j_ und BG =- -B, C^ , 
so ist auch BCl/iB^C\ n. s. w. 

3. Wird als erstes Viel- 
eck ein solches gewählt, wie 
ÄBCDCiB^A^, welches die 
Mittelsenkrechtezujl^, als Mittel- 
linie hat, so kann das zweite 
übereinstimmende anderseits der 
Seitenstrecke AA^ aufgefafst wer- 
den sowohl als gleich wendig an 
AiA angelegt, indem den Ecken 
ABCI) . . . der Reihe nach 
A^B^CgBj^... enteprechen, — als 
auch als gegenwendig an AA^ 
angelegt, indem den Ecken 



einmal hzw wenn keinmal oder zwei- 
mal /wei angeoidnete Punkte in 
einem Pnnkt dei Mittellinie zu- 
immenfallen 

2 Umgekehlt wird an eine 
beitenatiecke eines Vieleckes nach 
aufeen ein üb ei einstimmendes gegen- 
wendig ingetia^en so ist die Ge- 
samthgiir ein ^leleok, für welches 
jene Se tenstiecke Mittellinie ist. 

Denn wenn (Fig. 141a) 
ABCBE^A^B^G^D^E\, 

^A^ A,, AB ^ A^B,, 
folglich AB A -i,i>'ii weil ferner 

:^B^B^ imd BG=B^C\, 
so ist auch JiC A ß^C^ «. s. w. 



V^ 


b^^ 


Vl^T^ 


/i^^-j^^ 


%^-^7 


V~"~~>^'' 


-■^'^^ 


3ir^ 


r^ 


JA 
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§ 40. 77 

ABGB... der Keihe nach AB^C^D^ . . . entsprechen (vgl. § 17, e); 
hieiiiach entsteht ein Vieleck, welches die in 2 und 2' angegebenen Eigen- 
schaften besitzt. 

4. Die gegenseitige Abhängigkeit der letzteren Eigenschaften sprechen 



Ein Vieleck, welches med m ein- 
ander senhrecJde MittelUmeü }iat, hat 
den SclmiUpimld derselben als MUlel- 
punkt; 

denn durch die UmwencInngeE um 
beide Mittellinien kommt das Vieleck 
in die gegengesetzte Lage (§ 17,5 a). 



Hin Vieleck, wclcJws einm Mittel- 
punkt mtd eine MittelUme hat, hat 
als Bweite MÜteUmie die im MUtäpuitkt 
zu ersterer erricMete Sefi^Brechte; 
denn durch die Umdrehang und das 
Umwenden um die Mittellinie kommt 
das Vieleck in dieselbe Lage, wie 
durch das Umwenden um die zweite 
Mittellinie allein (§ 17, 5b). 

5. Gehen durch einen Punkt 2, 
mit einander gleiche Winkel bilden ( 
Zweistrahl, Dreistrahl, ..., Viel 
Bezug auf diese Geraden als Mittellin. 



4, . . . m Gerade, deren Strahlen 
1 also ein sog. regelmäfsiger 
ahl gezeichuet) und werden in 




von einem nicht auf einer Mittellinie 
liegenden Punkte ah alle paarweise 
zugeordneten Punkte genommen, so 
bestimmen diese Punkte ein 2m-eck 
mit n Mittellinien. 



von einer nicht auf einer Mittellinie 
senkrechten Geraden ab alle paarweise 
zugeordneten Gei-aden genommen, so 
bestimmen diese Geradenein 2)!-aeit 
mit n Mittellinien. 



Wenn man nUmlich von 4, A Bj (Fig 143) odei von a^ A \ 
(Flg. 14i) m Bezug auf 1 als Mittellinie ausgeht, "io bind wesfen der 
Gleichheit dei Winkel des Strahlenbüscheh die folgenden Mittellinien 
beideiseits der Mittellinie 1 zngeoidnet, woraus sieh dann die 7ugeordnete 
Lage dei folgFnden Punkte und Strecken iii Bezug auf die erste Mittellinie 
ergiebt (§ 17,4) Was von dieser gut, gilt ebenso fui alle andeien Mittellinien. 

Der regelmäfsige Zweistrahl, Vieratrahl, AcMstrahl, . . . wird geaeiehnet 
aus dem rechten Winkel und durch fortgesetzte Halbierung desselben, der 
regelmäfsige Dreiatrahl mittelst eines gleickeeitigen Dreiecks; durch Halbieren 
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d W k 1 d Ib I 
E las h h b 
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l d teil d 



f T E 1 n ent tanden n F guren elten d e Sät 

12 1 t Müll i I J 2 t nd MMllnm 4 

alle W M a dm glez I u d j 1 \aU Settfit der gl I d j^er 



eäf Igei l 



\W Ted t gl 1 d 



If ij^ l 



1= J I 



3 u.s.w., 



3 u. s, w. 

t d r sweil- 



Snl ist ql } da 
denn e t 

^A,^Ä^ (St 

^ ^2 = «2 ( 
und es ist: 

A A =^-B (<^a o. =«3' ) 

In l Fj l f agt a-i fy II 

folj d — 

dnnd mj 1 Pa on fennd f algeiiden 

A r n nk In t n h _)b m tets d e gle che = — (§14 41] iid stellt 
zi^l h d n W k 1 j m b te n t de w tfolgenlen da (§14, 4b). 

7 MtdmHnw afi,17 4a la ergiel t & ch mgekehrt: 
Em gl Jwnklg 2 k n l En gleicliset /^ 2w sett f welcJiem 
clenjd Süenaf l gl kI det nf yela W M glei J dem veitfolgm- 
folg nd n 1<tl al MiüU ^ die n dm lata! Mtitdl te denHalUe- 
Mtll etJ, llen det Silei reida le "ff M 

Dar d s M tt 11 n n nande in emem P nkte seine den, folgt 
daran daf j w d rs Iben me dazwischen 1 egenlen z geo dnet sind, 
r W k 1 n M tt 11 n t de zwe tfolgenden t lann derselbe, 

w 1 n S t mt 1 weüolfcende {§ 14 6b) =^ (vgl. 6); 



Q t t 1 W k 1 



le 



1 b te M tt 11 
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8. Wird bei der in 5 angegeben! 
2M-seitea mit n Mittellinien der zuerst ; 
sich selbst xugeordneter anf die Mittellii 



1 Entstehung des 2«-eekes und 
nziinehmende Punkt (A^ als ein 
e verlegt (Fig. 145) nnd ebenso 
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§ 40. 41. 79 

die Gerade (a,) als eine sich selbst zugeordnete, also zu einer Mittellinie 
senkrechte angenommen (Fig. 146), so verschwindet die eine Hälfte der 
Punkte und Geraden und es entsteht eine besondere Art von 3-, 4-, ... 
K-eek und 3-, 4-, ... «-seit mit 3, 4, ... n Mittellinien, nämlich ein sog. 
regelmäfsiges. 

§ 41. Das regelmäfsige Vieleck. 

1. unter einem regelmafsigen Vieleck (Vielseit) versteht 
man ein Vieleck^ in welchem alle Winkel einander gleich und ebenso 
alle Seiten einander gleich sind. 

Von einem solchen ist ersichtlich: 

a) Ein regelmäfsiges w-ecft hat n MittelUnim, nätrUich die Mittel- 
senkrechten sdner Seiten und die Halhierendm seiner Wit^el; 

denn an diese Mittellinien schliefsen sich die übrigen Stöcke an ge- 
mäfs § 17, 4a und a'. 

b) Die M Mittellinien eines regelmäfsigen n-ecks, d. h. die Miäel- 
senhrechten der Seiten und die Winkelhalbierenden schneiden einander in 
einem Ihmkt unter gleichen Winkeln ■=2 Bin; 

denn in Bezug auf jede Mittellinie sind die beiderseits benachbarten 
Mittellinien ebenfalls nach § 17,4a und a' einander zugeordnet, schneiden 
einander also auf ersterer und bilden gleiche Winkel mit ihr; der 
volle Winkel (4ß) am Schnittpunkt wird durch die 2k Strahlen der 
n Mittellinien in 2n gleiche Teile geteilt. 

3. Wir unterscheiden hierbei die regelmäfsigen Vielecke von 
gerader Seitenzahl (paare Vielecke) von denen mit ungerader Seiten- 
zahl (unpaare Vielecke). In einem paaren regelmäfsigen Vieleck 
geht die Winkelhalbierende an einem Eck durch das Gegeneck, da 
beiderseits derselben gleichviel gleich grofse Seiten und Winkel liegen; 
aus demselben Grunde mufs die Mittel senk rechte einer Seite auch 
solche für deren Gegenseite sein; die eine Hälfte der n Mittellinien 
sind die Mittel senkrechten der Seiten, die andere Hälfte sind die 
Winkelhalbierenden. In einem unpaaren regelmäfsigen Vieleck 
aber schliefsen sieh an eine Winkelhalbierende Mittellinie beiderseits 
paarweise Seiten und Winkel an bis auf eine unpaar übrig bleibende 
Seite, die sich selbst entspricht, d. h. durch die Mittellinie senkrecht 
halbiert wird; die Mittelsenkrechten der Seiten sind zugleich auch 
die Winkelhalbierenden. Daraus folgt: 

Mn regelmäfsiges Vieleck von gerader Seitensahl hat als Mittellinie 
jede Verbindungsgerade der Mitten von Gegenseiten, sowie audi jede Ver- 
hindungsgerade von Gegenedcen; ein solches von v/ngerader SeitensoM hat 
als Mittellinie jede Verhindungsgerade mnes Eckes mit der Mitte seiner 



3. Da die 2w Mittellinien eines regelmäfsigen 2m-eckes durch einen 
Punkt gehen und zwei benachbart« einen Winkel =2Ji:2n = Ä:« 
bilden (Ib), so ist die Summe von n soleheu Winkeln = i?, d. h.: 
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80 § ^1- 42. 

a) Von den 2w MüteUmim eines reqelmäf^gen ^n-eeTrei sind jede erste 
und (« + l)*" ea einander se^^echt 

Somit liegt hier der Fall zweier senkiechten Mittelhmen vor und e? 
folgt (vgl. § 17, 5a, sowie § 40, 4) 

b) Mn regelmäfsiges ^n-ech hat als M^tfelpwnU dit Mitte dei Ver 
hindwigsstrecke a) zweier Gegeneelni odei ß) 'iceie} Mitten ton Qe(/m 
Seiten. 



§ 42. Das Vieleck im Kreis und (las Vielseit nm den Kreis. 

Von den Vieleeken, um welche und von den Vielseiten, in 
in Kreis beschrieben werden kann (§ 39, l) , fassen wir zunächst 
n (§ 40, 5) ins Auge. Für diese ergiebt sieh: 



1. 

welche ein Kreis bei 
solche mit Mitteil 



Um das 2« erl mit n MiUeUinien 
läfit iwlt ein Kfeis bevlneiben 
deon dei Schnittpunkt det Mittel- 
linien d h dei Mittelsenkrechten 
dei Ecken hit von allen tcken den 
gteiLhen AKtand (§19 1 a) 




In das 2 n- seit mit n MitteUmten läfst 
sidt ein Kreis hesclireiben; 
denn der Schnittpunkt der Mittel- 
linien, d. h. der Winkelhalbiereudeu 
der Seiten hat von allen Seiten den 
gleichen Abstand (§ 19, 3a). 



2, Geht die Zeichnung des Kreises voran so folgt 




Mn ffleichwif^eliges einem Kreise ein- 
besdmetjefies 2w-ccft hat dienDiwcli- 
messer im den Mitten dei- Seiten als 
Mittellinien. 

Denn der Mittellinie 1 zu ^,5, 
(Fig. 147) sind, wenn ^Ä^ = B^ ist, 
auch die G-eraden .^j-Bg und l^i-^ 
zugeordnet (§ 17, 4a') und ebenso 
die Punkte B3 und ^5 als Schnitt- 
punkte dieser Geraden mit angeord- 
neten Kreisteilen (§ 27, 2b); in 
gleicher Weise folgt jI^ A ^2- 



Ein gleichseUiges einem Kreise um- 
hescJmel>enes 2n-seit hat die n Durdi- 
messer m den Eelcen als MitteUinien. 

Denn der Mittellinie 1 zu a,ö| 
(Fig. 148) sind, wenn «, = 0, ist, 
auch die Schnittpnnkte ay\ und h^a^ 
zugeordnet (§ 17, 4a) und ebenso die 
Geraden h^ und a^ als Berührende von 
diesen Punkten an zugeordnete KreiB- 
teile (§ 27, 2b und 4a); in gleicher 
Weise folgt Punkt öjffl, A a^\. 



3. In einem regelmäfsigen Vieleck ist der Schnittpunkt der 
Mittel senkrechten der Seiten oder der Schnittpunkt der Winkel- 
halbierenden (§41, li)) von allen Ecken gleichweit entfernt (§19, la) 
und ebenso von allen Seiten (§ 19, 3a); somit folgt: 
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Um und in ein regelmäfsiges Vieleck läfst sidi ein Kreis heschrdbm. 
Der ffmieiti'^ame MittelpunM heider Kreise ist der Selmit^inkt äer 
Miltehctilredifen oder der WmJielhaiJiierenden der Seiten. 




Kreises lieifst der groTse 
der kleine Halbmesser 



Der Halbmesser des umbeschriebi 
Halbmesser, der des einbescliriebe 
des regelmäfsigen Vielecks. 

4. Lasseu wir die Zeichnung des Kreises vorangelieu, 
giebt sich: 

Ein gleichseitiges einheschriehenes 
Vieleck ist regelmäfsig; 
denn die Winkel sind alle einan- 
der gleich, da sie zu gleichen Bö- 
gen gehören, nämlich beim w-eck 
zu dos Umfangs. 



■ Ein gleichwinkeliges umbesckriebenes 
Vielseit ist regelmäfsig; 
denn die Bögen zwischen den Be- 
rührungspunkten sind einander 
gleich (§ 29, 7b}; daher ist jeder 
Durehmesser durch die Mitte eines 
solchen Bogens Mittellinie für 
die Figur (§ 27, ab und 4a); je 
zwei benachbarte Seiten sind als 
zugeordnete Strecken einander 
gleich, somit alle Seiten. 
5. Wenn man den Vollwinkel am Mittelpunkt durch Halb- 
messer in n gleiche Teile zerlegt, so sind die zugehörigen Sehnen 
einander gleich (§ 28, la) und die in den Endpunkten je zweier be- 
nachbarten Halbmesser gezogenen Berührenden bilden gleiche Winkel 
(§ 29, 7b); daher folgt gemäfs 4: 

Teilt mcm den Vollmnlcel am Mittelpunkt eines Kreises m n gleiche 
Teile, so iestimmmt die S^nen d&e Teilpunhte des Kreises ein einge- 
schri^jenes, die Bei-ukrenden ein umgeschriebeites regelmäfsiges Vieledi. 

Zusätze. — a) Das regelmäfeige Viereck wird bestimmt 
durch zwei zu einander senkrechte Durchmesser (Fig. 151a); das 
regelmäfsige Achteck, Sechzehneck, . . . ergiebt sich daraus 
durch wiederholtes Halbieren der Winkel am Mittelpunkt. 

b) Das regelmäfsige Sechseck (Fig. 151b) ergiebt sich durch 
sechsmaliges Eintragen des Halbmessers als Sehne; denn das Drei- 
eck aus einer solchen Sehne und den Halbmessern nach deren Grenz- 
pankten hat am Mittelpunkt den Winkel (g 17, i'c) 
dem sechsten Teil des Vollwinkels. 



tu 



iS, 



y Google 



82 



@ 42. 



e) Das regelmäfsige Zwolfecb ergiebt sieh beim Halbieren 

der Winkel am Mittelpuiilct des Seckseefes oder (Fig. 151c) durch 

Antragen des Halbmessers Yon den Grenzpunkfcen zweier zu ein 

ander senkrechten Durchmesser, da der Winkel am Mittelpunkt 

m in iE 




b V> le in 2 nacli£(ew e on w irde l1 1 ^r eii &icl u emem glöi I 
winkehgeu einbeschnebenen Vieleck an jede beite beideibeitb emaudei 
gleiibe Seiten an m emem gleichseitigen nmbt'ichiiebei en Vinlseit in 
leden Winkel beileiseits gleiL.be Wn kel Be?eicbnen wii 1aber die Seiten 
oder Wmkel lurcb Zahlen so i&t (l) = ( 3) = (5) = (7) = und 

(2) = (4) = (bj ^ und nehmen wu nun den Fall an dafs he 

7ihl der Ccien oler Seiten eme unsjer'ide sei ao wud m dei Reihe lei 
ungeladen Zahlen auf die letzte ungeiade Zahl (2» + l) ak /weitfolgencie 
die Zahl (2) kommen d h alle Seiten und alle Winkel weiden emandei 
gleich sein Hieraus folgt 

Em qlcicltu mhdigr eiiibesrhi lel enei j Ein gleiehsethges unibrscJ ) fhenes Viel 
Viele ]„ vov nmetad } 'ieiftrt U M wri nn ungnala Otiten iklistieyd 
j ejelmafsiff \ maj iq 
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V. Absclinitt. 
Die Fliieliüninlialte gesdilosseiier Fi^nreii. 

Zehntes Kapitel. 

Vergleichung von Flächeninhalten. 

§ 43. fipüfse, Ziisammeiisetziiiig iiiiil Zerlegung von FlÜclieiiiuliAlteu. 

1. Man versteht unter dem Fi Sehen inh alt oder Inhalt einer 
geschlossenen Figur den von dessen Umfang hegreuzten Raumteil 
der Ebene. 

Watreiid wir bisher die geometi-i sehen Gröfaen Strecke und Winkel 
allein ins Auge gefaTst hahen, wenden wir uns nun zu der dritten Öröfse 
der ebenen Geometrie, der Gröl'se irgend eines Teiles der Ebene oder dem 
Inhalt der Fläche, abgesehen von der Form der letzteren. 



2. Zwei Flächen heifsen inhaltsgleich oder kurz gleich (^, 
wenn sie entweder als Ganze oder mit ihren Teilen (die man durch 
Teillinien erhält) so zur Deckung gebracht werden können, dafs je 
ein Teil der einen Fläche einen Teil der andern Fläche deckt. — 
Gleich sind daher sowohl übereinstimmende Flächen, als auch solche, 
welche in gleichviel paarweise übereinstimmende Flächen durch Teil- 
linien zerlegt werden können. 

3. Trägt man eine Fläche so neben eine andere an, dafs beide 
eine gemeinschaftliehe Grenzlinie haben, so bilden sie eine einzige 
Fläche, deren Inhalt die Summe der Inhalte beider Flächen ist. 
Die Summe bleibt die gleiche, wo auch die zweite Fläche au die 
erste angetragen wird; denn auf die Form wird hier keine ßäeksieht 
genommen. 

Trägt man dagegen eine Fläche in die Fläche einer andern 
Figur, so dafs sie einen Teil der Fläche der letzteren bildet, so ist 
der andere Teil der letzteren der Unterschied der beiden Flächen, 
Auch hier ist es gleichgültig, au welcher Stelle die eine Fläche in 
die andere eingetragen wird. 



y Google 



4. Damit zwei Dreiecke bei einfacliem Antragen wiederum ein 
Dreieck geben, müssen beide in einer Seite üb er einstimm ea und ein 
anliegender Winliel in dem einen Dreieck muls einen solchen des 



andern zu 2B ergänzen. Das Gleiche gilt für Parallelogramme, 
Bei Rechtecken genügt sonach die Übereinstimmung in einer Seite, 
um aus ibnen unmittelbar ein neues Rechteck zusammensetzen zu 
können. 

6. Verlängert odei veikurzt man eine Seite a eines Rechteckes 
nm eine Strecke b und zeichnet über (a + h) ein Rechteck mit der- 
selben anstofsenden Seite r, die das ursprüngliche Rechteck hatte, so 
ergiebt sich: ^ «^ « 

Das BechtecJc aus nnet Strecke und l 
(^ Summe 1 ^,^^^ „„^,,„ g^^^-,,^ ^ 
[dem Unterschied] L__ 

ist gleich H^ -^if™^ ^. ^1 äti ßechteclce ""' n?ig.i53. 

\dem Unterschtedj 

am der ersteren Streclte und je einer der beiden andern. 

Zusatz. Von zwei Rechtecken, die in einer Seite übereinstimmen, 
hat das mit der gröfseren zweiten Seite den grofseren Inhalt. 

6. Verlängert man die Seite a eines ^ ^ 

Quadrates (Fig. 154} um eine Strecke h und 
zeichnet das Quadrat über (a + b), so zerfällt 
dasselbe durch Verlängerung der Seiten des 
ursprünglichen Quadrates in die Quadrate Über 
a und h und die beiden Rechtecke aus a und &; 
daher ist: 

□ (a -(-;,) = G fi + D i + 2D «6. 

Vermindert man aber die Seite a eines ''b- 'm 

Quadrates (Fig. 155) um die Strecke b und er- 
richtet das Quadrat über (a — i), so bilden dessen Seiten und ihre 
Verlängerungen in dem ersten Quadrat die Teile 
a(a — 6), 2U ab, 



daher ist: 



■ den Teil Ob doppelt in Rechnung ziehen; 
na — \2Dah-~Oh]-=Oa-i-Dh — 2Üah. 
Qüculratnbci-lf^^:^!^^ , . ,1 mäerSlreckmi 



5 
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1, 



[demUnterscfiied} 
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ist olekk der Summe der Quadrate dieser Stredcen ! ''^""'"f^'^ \ ■ 

\v&mimden] 
doppelte liechteck aus letzteren. 

7, Zeielinet man (i'ig- 156) em Rechteck 
aus der Summe (a-j-i) und dem Unterschied (a — 'b) 
aweiei' Strecken und vervoUatändigt die Figur 
dureli Zeichnung des Rechteckes aus a und (« ~\- V), 
das in Da und Ü»6 zerfällt, so sind von diesem 
die oberen Teile Gab und ü\'b wegzunehmen, 
um das Recliteck (a -\-JJ) {a — V) zu erlialteu, pig. i&ü. 

daher ist 

G (a + //)(« — t) = G<t + Oßfe — Uah — Uh — Da — Üb. 

Das BecktecJc aus der Summe und dem Unterschied ziveier Sirecicen 
ist ffleich dem Unterschied der Quadrate su diesen. 



z 
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% 44. lahaltsgleidilwit. 

1. Unter der Uöhe eines PaniUelogi-amnis oder einea Trapezes 
VLTKtelit man den senkrechten Abstand zweier parallelen Seitenj diese 
werden Grundseiten der betreffenden Höhe genannt. Trapez, Paral- 
lelogramm, Dreieck haben je 1, 2, 3 Höhen (g 18, i). Haben zwei 
solche Figuren j^leiche Höhen und verlegt mau deren Grundaeiteu 
auf dieselbe Gerade und zwar die Flächen einerseits dieser Geraden, 
so fallen die je den Grundseiten gegenüberliegenden Ecken oder 
Seiten in eine einzige zur Grundaeite parallele Gerade (§ 12, ab), 
und umgekehrt: es haben zwei zwischen denselben Parallelen liegende 
Dreiecke, Parallelogramme, Trapeze gleiche Höhe (§ 12, aa). 

2. Wir vergleichen zuerst Parallelo- 
gramme mit übereinstimmender Grundseite 
und Uöhe, die in die angegebene Lage ge- 
bracht sind (Fig. 157). Die andern Seiten 
bilden Paare gleichgerichteter gleicher Strecken 
« ijj: oij, 6 # 6j, da sie nur um die Grundseite Mg. is7. 
(j oder g^ gegen einander verschoben sind. 

Daher ist auch daa Trapez ab # »,0,. Nimmt man diese Flächen 
von Trapez ab^ weg, so ergiebt sich: [] aa-i = J}bi, d. h,: 

a) ParaUdoyramme, tvelcke in einer Seite -and der mgehörigen 
Höhe iibereinstmmen, sind inhaltsgleich. 



X 



1 



Um das eine Parallelograram ? 
mit donen des iiudern Parallelog'ra 



: zerlegen, damit die Teile zur DcckuDg 
ims gebracht werden können, genügt 
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ein Schnitt (Fig 158) oder man kann auch mehrere Schnitte parallel der 
Sete de /we ten Pa allelog amni& niaUen (Tg 151 d i IbO) nd de 
d ch d 6 Sehn tte gab Ideten lele ve niert aneinander legen 

/7 n n Fl hfl 




Durch auHsch lief senden Beweis (•iiclie S 7) ergiebt sieh die Um- 
kehiiiiig des Satzes a): 

l>) Inhalhgleiclie PamlMogramme, welche in einer | ^'l^'^^se^'^j 

übereinstimmen, stimmen mich in der sugeJiSngeii Ip''^-^ ■,] uberein. 

3. Da jedes Dreieck durch Anfügen eines gegengeeetzten 
Dieiecka in Bezug auf eine Seiteninitfce als Mittelpunkt ergänzt 
weiden kann zu einem Parallelogramm von doppeltem Inhalt, so folgt: 

a) Bet Inhalt mies Dreiecks ist Imlh _ _ _ _ ^ 
so grofs als dtr eines ParuUeloctnimms von f ,> 
gleicher (j-nmdseite und Hohe, *'' / 
woraus dann gemäfs 2 folgt ^ ___\,^ 

b) I>}e?€cle von gleichet Grundst/tt i g 1 1 
und Höhe sind mhaltsgleich 

e) D)eiecl\£ auf gemeinbamer Grundbeite, iliien OregenecLeii in einer 
Parallelen su letztet et hegen, sind tnfmltsgleick 

d) InMlhgleielte Dreiecke, ivelcfie m emet j^««'i'*«"^| überdn- 
stimnienf bhmmen mich m der ^iigelioi igm 

\Grwndseite\ 

e) Der Ort der Spüzen aller 
D-reiecke von gleich&ni Inhalt und gc- 
tfieinsaitier Grandseite ist nn Paar 
Parallele zur Gtundsette. 
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§ 41. 87 

4. Zieht man in einem Trapez ABCD durch (tie Mitte M der 
einen nicht paralleleu Seite AB die Parallele EF zur andern GB, 
so kann das A AMF durch Unidreben um 

M in die gegengesetzte Lage BME gebracht 
werden, wodurch das Trapez in das Paralle- 
logramm FECB übergeht, dessen Seiten FB 
und EC mit der Mittelparallelen MN überein- 
stimmen, d h 

Em Tiapes ist tfüialtsgleich mit arifm t/leidi i,g , 

hohen FaiaUehgiamm, debsejt Giundsati. yliuli 
ihi Mittdpaiallelen des Tiapezeb ido gkidt dei halben '^nmmi. dti 
Fmällelseiten ibt (t? IS, 3b_) 

5. Auch wenn Figuren nicht m «-iner 
Seite oder der Höhe übereinstimmen, können 
ihre Inhalte gleich sein. Dies zeigt dei 
folgende an Sa sich anschlieTsende Satz 

Zieht man durch einen Funlt der Echen '^•n "* 

linie eines Parallelogramms Parallele ^u den 

Seiten, so mtsteJien ieiderseits dei Echenlnne tnhalt&glewhe Parallelo- 
gramme; 

denn (Fig. 164) die beiderseits liegenden ganzen Dieiecke und Teil- 
dreiecke sind paarweise gleich, dabei iuch ihie Unteiidiiede: 



(a + b + c)- 



- 4 - (a, + 6, + e,) - 



Zusatz. Im besonderen Falle können die Pai-allelogramme c und i;, 
Reciitecke sein (Fig. 165»), ja das eine kann auch ein Quadrat werden 
(Fig. 165b). Im letzteren Fall kann ACXY durch Drehung um G im 




Betrag von einem li in die Lage CC^^A. gebrauht werden, und hierdurch 
wird GAJ-Cß, also wird ABO ein rechtwinkeliges Dreieck; in diesem 
ist die Quadratseite OC^ zur Höhe geworden, während die durch die Höbe 
gebildeten Abschnitte ÄC^ vmd C^B der gröfsten Seite gleich den Seiten 
des Rechteckes OL sind. Nach obigem Satze folgt also, dafs der Inhalt 
des Eechtecks aus diesen Abschnitten AC^ und (7|.Z>' mit dem des Quadrats 
der Höhe CO, übereinstimmt (vgl. 9). 

6. Jede Höhe eines Dreiecks teilt ihre Gruiidseite in zwei Ab- 
schnitte; jeder derselben heifst der aiigrenzende Abschnitt zu einer 
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der aadern Seiten, z, B. (F 
Absclmitt von AG. 





Zeichnet man nun (Fig. 166) aus einer Seite AC = AL und 
aus ihrem der zweiten Seite AB angrenzenden Abschnitt ABi das 
Rechteck LS,, ebenso luia AK= AB und 
aus ACi das Rechteck KU, , so sind beide 
einander gleich. Denn das erstere LS, ist 
gleich dem schiefen Parallelogramm i£ über 
derselben GrundseiteiJ. (2a), und das Recht- 
eck XG^ ist gleich dem schiefen Paraüelo- 
giamm KC ubei deiselbeu Utundseite K i 
diese ^wm Parallelo^iamme aber kumien 
dmch Viertelsdiehiing deb einen um 4. zur 
Deckung gebracht weiden Daraus tolgt 

I)t einem DteiecK tst das RethiecK auf, 
einer Seite und ih em einet ^weiten t>etl6 an ^^s- 1«'- 

(peiizcncien Abschnitt gleich dem Sedtteck aus 
det sivetten Seite und ihrem der ersteien angim^endmi Abschnitt. 

1. Da im rechtwinkeligen Dreieck (Fig. 167) jede kleinere 
Seite Kugleich derjenige Abschnitt auf ihr ist, welcher an die grölste 
Seite angrenzt, so folgt: 

a) Im rechttoinkeligen Dreieck ist das Quadrat einer Meineren 
Seite gleich dem BecMecJc aus dem angrenzenden ÄhscJmitt der 
gröfsten Seite und aus dieser selbst. 

b) Wenn man zu einer Sehne im Kreis den durch einen Grenz- 
pniilit gehenden Durchmesser zieht und auf diesen vom andern 
Grenzpunkt die Senkrechte fällt, so erhält man den der Sehne an- 
grenzenden Abschnitt des Durchmessers. Gemäfs § 29, 3b 
folgt nun aus dem Vorangehenden: 
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Bas Quadrat einer Sehne ist (jleich dem Rechteck aus dem 
angrenzenden AbscJmitt des Dwrchinessers und am dmu Durch- 
messer selbst. 

8. a) Wird der Satz 7 a auf die 
beiden kleinereu Seiten eines rechtwinlce- 
ligen Dreiecks ABO (Pig. 168) ange- 
wendet, so ergiebt sich: 

DC{K=aCL ^ 

und DCji''=D6'Ü, 

folglich: DCiK-i-nC\F 
oder DAF^nCL + D CG. 

Dies gibt den berühmten Satz des 
Pythagoraa (6, Jahrh. v. Chr.) oder deu 
pythagoreischen Lehrsatz; 

Im rechttvinkeligen Dreieck ist das (^uadiat der (irofsten betti 
gleich der Suimiie der Quadrate der beiden andein. 
b) Hieraus folgt: 

nCL=DAF—aCG. 



ifig 163 



Anmei-knng. l) Auch duroli Zerschneid nng der Quadrate uncl anders- 
irtige Anordnnug ihrer Teile läfst sich die Flächeng loichheit darthun, wie 
iies z. B. die Figuren 160 a und h /.eigen. 2) Dies kann auch geauhyhen, 





wenn das gi ftte Quidiat iiich der Seite hin gezeichnet wird, auf der 
das rechtwinkelige Dieieck 1 legt (Fig. 170): man trage 1 nochmals 
ein als 2, verlege dann 1 naUi 1 und 2 nach II, so entsteht eiue Figur 
I, 111, II, wtl he be '-luinn e der Quadrate der beiden kleineren Seiten 
darstellt. 
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if. ii) Nach 8 b ist (Fi 

ncx-^a CG 

aber 7 a lehrt, dals: D CG 
wo CiZ = AB gemacht ist. 

aC.X^DYZ (vgl 5 Zus. u. Fi 
Da nun F^=^C,, so folgt 
Im ietMwinkdigcii Dtetcil nt ihb Qtia- 2 
drat der Hohe gleich dem BcchttcL «w den 
beideft angrenzendtn Ahschmtten der großt&n Seite. 

b) Diesei Satz lalst sich mit Rücksicht auf 
§ 39, 3b ancb folgendermafsen ausdiucken 

Dos Quadiat einet auf anun Kreis- 
durchmes'^n bcnliicJittn Salhsehne ist yttich 
dem Mechteck aus den angrenzenden Ahschnitten 
des Dwrckinessers. 

10. Wird der Satz6 wiederholt auf das spitzwinkelige (Fig. 173a) 
oder stumpf winkelige (Fig. 173b) Dreieck angewendet, so ergiebt sich: 
UAC^'=X1AB^, 

D (XB = UBA ^ und UB^C^UA^C 
D ^ 6; + a,B ^AB.,-\- BA., 

= AB^ + B.,C + BA^ ± A,C + B.,C + A,C, 
worin die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nachdem AB einem 
spitzen Winkel C (Fig. 173a) oder einem stumpfen Winkel C (Fig. 173 b) 




fegen üb erliegt. Die letzte Gleichung geht aber über in die folgei 

UAB^nÄV+ UBC+'^UB,/.\ 
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und diese enthält den nachstehenden sog. allgemeinen pythago- 
reisclien Lehrsata: 

In einem Dreieck ist das Quadrat der Gegenseite eines 



l , ^ i Winkels gleich der Summe der Quadrate der beiden 
[sttin^fen] ^ 

anderen Seiten | . , \ um, das doppelte Bechteck aus einer 

dieser Seiten und ihrem der andern Seite angrenzenden Ab- 
schnitt. 

11. Je nachdem also ein Winkel im Dreieck ebensogrofs, kleiner 
oder gröfser ala ein R ist, ist das Quadrat der Gegenseite des Winkels 
ebenäOgrofs, kleiner oder gröfser als die Summe der Quadrate der 
beiden andern Seiten. 

Umgekehrt läfst sich behaupten und mittelbar beweisen: 
Wenn in einem Dreieck das Quadrat der Gegenseite eines Winliels 
ebensogrofs, Meiner oder gröfser als die Summe der Quadrate der beiden 
andern Seilen ist, so ist der Winkel entsprechend ebensogrofs, Meiner 
oder gröfser als ein S. 

12. Noch in anderer Weise wie in 10 läfst sich der Satz 8a verall- 
gemeinern. Wird nSmlich über der Seite AG des Dreiecks ABC (Fig. 174) 
ein Parallelogramm ac gezeichnet, ebenso eines cb au c nnd CS, so wird 
AAi # SUj ; somit wird auch ab ein Parallelogramm. Letzteres aber ist 
der Unterschied zwisolien dem Ftinfeck AÄ^C^S^B und dem AM; £((?,; 
wird dagegen vom Fünfeck das mit AA^B^C^ überein- 
stimmende A.Ü (7 weggenommen, so bleibt f] ac -\- fj cb 
übrig. Es ist also: 

[Jac + n et = []<•»■ , ^ ^ 

Anmerkung. Würde c als Verlängerung vouBC -^if 7"^;^ [^' 
ia würde sich als besonderer Pall des Vor- 
der Sata § 44, 2a ergeben; umgekehrt kann 
letzterem der vorstehende Lehrsatz abgeleitet 



gewählt, 




werden, indem C^Ü bis AB verlängert wird. 

13. Da die beiden Parallelogramme JC, und BC, (Fi 
inhaltsgleich sind mit irgend welchen I'arallelogrammen AC^ ui 
über AO imäBC , deren Gegenseiten durch A, und 
j?j gehen, so folgt der Satz des Pappus (wohl 
um 280 n. Chr.): 

Em Pandlelogratmn, über dner Breiecksseife, 
deren Gegeneck zwischen ewd Gegemeiien des Faral- 
Mogramms fäUt, ist gleicfi der Smnrhe (kr Paral- 
lelogramme über den andern Seitm, deren Gegen- 
seiten durch die Ecken des ersteren ParaUelogramms 
gehen. 

U. Wird im besonderen ^ACB = E und 
das Parallelogramm AA^B^B als Quadrat an- 



175) 
BC-, 
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genommeu (Fig. 176), ferner ÄM±AC, BS±BC, s 
ÄSC durch eine Drehung' um Ä im Betiag 
ALM gehmaht werden (es kommt dajin B auf 
L, AG in die Sichtung von AM und ebenso 
fallen die Senkrecliten zu diesen Eiehtungen 
BC und LM auf einander), woraus folgt, 
dafs AM=AC, d. li. GM ein Quadrat 
ist; ebenso CS. Dies liefert den pythagorei- 
schen Lehrsatz (8a); nAB=UAG-\- UGE. 

15. a) Die Fläche eines Parallele gram ma 
wie all in Fig. 174 kann aufgefafst werden 
als besehrieben durch Verschiebung einer Seite 
a lüngs einer anstofsenden Seite AB. 
In dieser Anifassnng läfat sich der 
Satz 12 umdeuten in den folgenden: 

Eine Strecke Jiesdireibt bei der Ter- 
schiebunff längs sweler Seiten emes Ih'ei- 
ecks ztoei Farallelogranime, deren Summe 
Ifleich dem Parallelogramm ist, das durcJi 
Verschiebung der Strecke längs der dritten 
Seite mtsteht. 

b) Dieser Satz aber läfst sich leicht 
von dem Dreieck awf das Vieleck über- ' 
h-agen (Fig. 177), Verschiebt man näm 
lieh eine Strecke AA^ nach einander 1 ngs 

zugs AJiGB . . ., so entsteht eine Fgu 1b a ene B me von 
Parallelogrammen gebildet ist. ZweisolleVe cb eb u^enlie i en gle he 
Sinnes, wenn der Schnittpunkt der be egten Qe de 4 4 n t gend 
einer festen Geraden A^H^ auf diese be demal n le ehe K cl tung hm 
gleitet, z. B, auf A^B^ und B^C.^ be le Ve seh ebnng längs 4Zi nd 
BC; sie heifsen entgegengesetzten "5 nnes wenn er i t h n e t 
gegengesetaten Biehtnagen hingleitet z B aui B^C nad L B be le 
Verschiebung längs BC und CB. Nehme v de Fla hen nh Ite 1 le 
einen Verschiebtingsrichtung als posit v in so 1 d be de (. e„en 
richtung entstehenden negativ z« nehmen 

Bei solcher Berücksichtigung dea bmnes dei 
aus der Gleicliimg in 12 (Flg. 174): 







Gel 



eibchiebung tolot 



[] oc + f] d, - 
auch die folgenden Gieichheiten: 

Oi>l + [Jic = Oac, []. 
[Vergleiche hiermit die Zusammensetzung 
Winkola (§ 7, 7),] 



[jah 



■f [] 'ih = [] cb. 

1 Strecken (§ 6, 6) und ' 
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Elftes Kapitel. 

Verwandlung und Teilung von Flächen. 

§ 45. Figiirenverwandluii^'. 

A. Mit Beibehaltung einer Seite oder Höhe. 

Unter der Verwandinng einer Figur in eine andere ver- 
fetehfa wir im Folgenden das Zeichnen einer zweiten Figur, welche 
mit dei ersten im F lache mnhalt üb ei einstimmt. 

1. Aufgabe Es i4 ein Iheiecl odet PmalMogramm m eine 
ihensolclie Ftgut gu tetuanddn, die mit Gisteter in em&i Heite uieiein 
sfMnmt, wahtmd m det neuen Figur norJi wetter be),ttmmt sei a) em 
idet Winlcl, odn h) eim Seite 




a.) Mm trigt (Fig 17S) den Winkel « an der Grundseite AB an 
und begrenzt den zweiten Schenkel AC^ desselben durch die vom Gegen- 
eck G ausgehende Parallele OCj (in a) zur Griiudseite oder durch die 
Gegenseite DG (in b) des Parallelogianims 

b) Man trägt (Fig. 178) die gegebene '^eite BC^ ^on dem eintu 
Grenzpunkte B der Grundaeite AB nach jener Parilleleii odei Gegen 
Seite, — Der Beweis der Gleichheit dei Flachen und die Abgienzung 
der Aufgabe ist einfach. 

Insbesondere kann man hiernach etn Paialletogiamm tn em 
llecJitech, ein helkliges Brdech in ein ledittinnTehges odet qleickbihml^dige', 
verwandeln. In letzterem Fall ergiebt sich die Spitze des Dreiecks 
als Schnittpunkt zweier Örter (§ 44, ae und § 19, 5 a oder 29, 3b_) 

3, Aufgabe. Bs ist ein Breial, m tm Parallelogiamm (Reetä- 
eck) mi venvandeln: a) mit Beihehaltnny etner Seite, h) mit Beibehaltunij 
einer Hohe. 



Das Parallelogramm wird 
ans dem beibehaltenen Stück 
und a) der halben Höhe, b) der 
halben Grundseite gezeichnet 
(Fig. 179). 

Bei derumgekehrtenÄufgabe 
der Yenoandlung eines Barallelo- 



tx 
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§45. 
; der nicht beizulsehaltendeii Seiten 



ein fleleck in ein solcJteo ifniandeJi neiden, 
Man tronnt (Fig. 180) das betreffpiide Eck 
Eckeuliuie 




; Gferad' 



BAE 



gramms in ein Drdccic ^ 
verdoppelt. 

S.Aufgabe. Es sc 
das e,in Ech wmigm- Jtat. ■ 
A durch die boiiachbarti 
BE ab, zieht durch das Eck die 
Parallele AF zu dieser Ecbenlinie 
bis zum Schnitt E mit einer folgenden 
Seite lind verbindet diesen Punkt E 
mit dem gegenüberliegenden Urenz- 
punkfc ]i. Diese Verbindungsgerade 
BF ist die neue Grenzlinie; denn es 
ist A ^-EB = EBB (§ 44, 3e). 

Zusatz, a) Hiermit wird das Eck A 
in eine Gerade DE verlegt, ein auch in den folgenden Aufgaben 
wiederkehrendes Verfahren. — Würde andererseits von BAB eben- 
falls eine Fläche HBAEG .... anstofsen, so wäre nun die ge- 
brochene Grenze BAE beider Flächen durch die Gerade BE ersetzt, 
ohne dafs an dem Inhalt jeder einzelnen dieser Flächen etwas ge- 
ändert wäre. 

b) Es läfst sich mittels der angegebenen Ausführungen ein Viel- 
eck in ein Breiech und achliefslich dieses in ein Bechteck verwandeln (2). 

4. Aufgabe. Ein Trapez wird mit Beibehaltwig seiner HöJie in 
ein Parallelogramm odej- Bediteck verwandelt, indem man die Mittel- 
parallele als Grundseite nimmt {vgl. Fig. 163). 

Auch ein beliebiges Viereck Izann unmiUeUiar in ein Parallelogramm 
oder Beehteck verwandelt werden, indem man es durch eine Eckenlinie 
in zwei Dreiecke zerlegt und auf diese die Ausführung der Auf- 
gabe 2 a mit der Eckenlinie als Gruudseite anwendet. 



B. Ohne Beibehaltung einer Seite. 
5. Aufgabt El iht a) em Bmecl odet c 
h) ein Parallehgiamm in an solches m lei ' 

wandeln, das mit' dem gpgebettentn einem WmJ I / /.-„^^^ 
i3>^einsUmmt, leaktend noch die Gioj-^e eiitii j 
der einsckliefsenäen Seiten bestimmt tsf 1 

a) Es sei ABC das gegebene Dieieck, i 

•^A der Winkel, AB^ die Seite des fras> ^f 

liehen Dreiecks. Ziehe B,G und damit pai 

allel BC^^, so ist AC, die zweite Seite dieses ^^ 

Dreiecks, da A BC,C=BC,B, ist. i 

b) Es sei ABCB das gegebene Paialel j} -^ 

iogramin, ^A der Winkel, AB, die Seite f. 



T 
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§ 45. 46. 95 

des fraglichen Parallelogramms, Ziehe B^B und damit parallel BD,, 
so ist ÄD, die zweite Seite dieses Paralleiogramiiis; denn es ist 
[]B^C=B,X^ B,Bi = BC, , also [J ÄC = ÄC,. 

Eine andere Ausfiihning ergieht sich unmittelbar aus § 44, ,5 
(Fig. 164). 

Zusatz. Wenn im besonderen ein Rechteck in ein Eechteck 
verwandelt werden soll, von welchem eine Seite gegeben ist, so ver- 
fährt man nach § 44, 5 Zusatz (Fig. 165a) oder nach 1 44, 6 (Fig. 166). 

6. Aufgabe, Ein JtechiecJ boll m ein 
Quadrat i)erminäeU werden. 

Man verfährt entwedei gemafs dem Sat? 
§44, 9, indem man (Fig. 182) die beiden Seiten 
de.? Koehtecks nebeneinandei antragt, den 
Halbkreis über der Summe der Seiten beschreibt 
und am gemeinschaftliehen ßienzpunkt beidei 
Seiten die senkrechte Halbsehne zieht, diese ist dinn dw Quidrat 



- oder man benutzt § 44, Tb, 
des Rechtecks (Fig. 183) von einem Grenz 
punkt ans anf der gröfseren abtragt, den 
Halbkreis über der greiseren beschreibt und 
im Grenzpunkt der kleineren die Senkrechte 
zieht; dann ist die Sebne, deren angien^en 
der Äb.^ehnitt die auf dem Durclimessei ali 
getragene Seite ist, die gesuchte Quidi it 



die 



1 lemere Seite 




7. Aufgabe. Die Sumnw odn dct Untetsdiwd ciutei Quadiair 
soll als Quadrat dargestellt werden. 

Im ersten Fall zeichnet man aus beiden Quadratseiteii als 
Schenkeln des rechten Winkels ein rechtwinkeliges Dreieck; die 
Gegenseite des rechten Winkels ist dann die gesuchte Quadratseite. 
Im zweiten Fall wird die grÖfsere Quadratseite als gröfste Seite, 
die kleinere als eine kleinere Seite eines rechtwinkeligen Dreiecks 
genommen: die dritte Seite desselben giebt die gesuchte Quadratseite. 



§ 46. Figureiiteilung. 

1. Aufgabe, a) Ein Parallelogramm ist durch Gerade parallel 
einer Seite — odet- b) ein Breieclz durch Gerade von einetn Eck aus 
in n gleidie Teile mi teilen. 

a) Man teile die an die betreffende Seite angrenzende Seite in 
« gleiche Teile (§ 13, 2d) und ziehe die Parallelen durch die Teil- 
pnnkte; — b) man teile die Gegenseite des Ecks in n gleiche Teile 
und verbinde die Teilpunkte mit dem Eck. 
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Zusatz. Iq älinliclier Weise wird ein Trapez in n gleiche Teile 
getciU, indem man so die beiden Parallelen teilt und die Teilpunkte 
der Reihe nach verbindet (§ 44, i). 

S. Aufgabe. Ein Breiech ist von einem auf einer Seile gelegenen 
Punkt aus in n gleiche Teile sti teilen. 

Man teilt eben diese Seite, auf wel- 
cher der Punkt P liegt, in n (z. B. drei) 
gleiche Teile, verbindet P mit deni Ge- 
geneck A und zieht durch die Teilpunkte 
Parallele zur Verbindungsgeraden , also 
KX\FA\LY, so ergeben letztere die 
Schnittpunkte der fraglichen Teilgeradeu 
auf den andern Seiten. Denn z. B. A ÄKL 
ist ein solcher verlangter Teil des ge- 
gebenen Dreiecks; durch die Parallele KX zu PA wird nur die 
Spitze K des A AFK nach X verlegt; ebenso ist l\APL=^ AFY. 

S.Aufgabe. Ei/n Dreiedr. ist ixmei/tmn 
innerhaib desselben gelegenen Punkt mis su 
halbieren im Anschlufs an eine Tdlgerade, 
welche von detn Punkt a) nach einem Eck 
oder b) nach einer Seite geht. 

a) Wenn PC die Teilstrecke nach dem 
Eck ist, so halbiert man die Gegenseite 

in 6;, zieht PG^ und GX\\PC^i, alsdann '* ^; -^- -*• 

ist PX die Teilgerade, weil ^'^e- 1^.^ 

A CXP = CXG, ist. 

b) Wenn PQ (Fig. 186) die Teilgerade ist, welche die Seite AF> 
in Q trifft, so halbiert mau diese Seite 

in C,, zieht QS\] C,P bis zum Schnitt 
S mit GG,, so ist l\G,PQ = G,PS. 
Zieht man dann SX \\ PC, so ist PX 
die fragliche Teilgerade, weil 




somit 



A PCS = PCX, 
A ÜPC, = PCX ± Pö, Q ist. 



4. Aufgabe. Ein Vieleck ist von 
einem Eck aus zu halbieren. 

Essei^dasbetreffendeEek(Fig.l87); 
man zieht die benachbarte Eekenlinie P F 
und mit dieser durch die übrigen Ecken 
parallele Gerade; verbindet mau dann 
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die Mitten dieser Teilstrecken durcli 
einen Geradenzug von A bis zum ent- 
gegenliegenden Eck, so ist durch diesen 
Geradenzug das Vieleck halbiert. Nach 
§ 45, 3, Zusatz a, kann dieser Geraden- 
zug in eine Teilgerade verwandelt wer- 
den durch wiederholte Anwendung der 
dort gegebenen Ausführung. 




Djin 



Anhang. 
§ 47. Inhaltsberecliiiuiig. 

1. Obgleich im vorliegenden Teil der ebenen Geometrie nur die 
Gleichheit, die Summe und der Unterschiecl der ehene» Figuren behandelt 
wurde, dagegen che durch Produkte und Quotienten darstellbarea Be- 
ziehungen erst im zweiten Teil folgen sollen, geben wir wegen der hSufigeE 
Anwendung hier noch anhangsweise die Beiechnung dev Inhalte gerad- 
linig begrenzter Figuren. 

Um die Grofse einer Fläche zn bestimmen, bedient 
man sieh als Mafseinheit eines Quadrates, dessen Seite 
die Längeneinheit ist. Gehen auf die Grundseite eines 
Rechteckes {Fig 188) a und auf die anstofsende Seite 
h Längeneinheiten, %o kann man an die drundaeite 
a quadratische Flächeneinheiten anlegen und m das 
ganze Rechteck h solcher fetieifen von je a Flachen ^^^ 

einheiten; es gehen aKo m das Rechteck a h Flächen- 
einheiten. Dies drückt man kurz durch den Satz aus 

Man eihaU den Inhalt eines Bechlfh,, iiideni man zwei an'.tofsende 
Seiten mit emamle] tmdtiphziert — womit man ansdrQcken will, dafs 
man die Zahl der Flächeneinheiten eihalt durch Multiplikation der 
Zahlen der Längeneinheiten der beiden Seiten, vorausgesetzt, dafs 
diese beiden Seiten durch einerlei Mafs gemessen waren; das Mafs 
für die erhaltene Zah! ist dann der Inhalt des zur benützten Längen- 
einheit gehörenden Quadrates. 

Hieraus folgt sofort, in gleicher Weise ausgedrückt: 

Der Inhalt eines Qua^ates ist gldch dem Frodvht der Seite mit 
der Seite. 

Wenn die Längeneinheit nicht in der Seite des Rechtecks auf- 
geht, so nimmt man einen Bruchteil der ersteren — als Mafs; das 



Quadrat zu diesem ist dai 



der Flächeneinheit, da 
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98 § 47. 

Quadrate in die FlacliRneinlieit gelicn. Ist dann die eine Seite des 
Kecbteelcs «==«•- , die andere b = ß — , so gelien auf die Griind- 
seite a solclier kleinen Quadrate und iu das Becliteck ß soieher 
Streifen, also ß ■ a Quadrate; der Inhalt ist dann 

wie oben. Der Bruditeil - kann immer so klein angenommen 
werden, dafs beim Ausmessen der Seiten höchstens ein unmefsbar 
kleiner Rest übrig bleibt, der nicht in Betracht zn ziehen ist. 

Ein Quadratmeter qm ist hiernach =^ 100 qdm, 1 qdm = 100 qcm, 
1 qcm = 100 qmm. Als Feldmafs dient ein Quadrat von 10 m Länge, 
das Ar (a), also 100 qm = 1 a, 100 Ar = 1 Hektar (ha). Es ist k. B. 
407,04208 a = 4 ha 57 a 4 qm 20 qdm 80 qcm. 

2. Aus § 44, 3 ergiebt sich nun: 

a) Der JnJiult eines Parallelogramms ist gleich dem Produkt aun 
Gnmäsfdte und Hohe, 

weil das Parallelogramm einem Rechteck gleich ist, mit dem es in 
den letzteren Stücken übereinstimmt. 

In gleicher Weise folgt aus § 44, 3 und 4: 

b) Der Inhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt aus 
Grundseite tmd Höhe; — ferner: yi—~^ 

c) Der Inhait eines Trapezes ist gleich /\ '~~~~^ 
dem Ptödiüd aus der Höhe und der halhm / ^} y\^ 

Sunmie der hmdeii ParaUelett (oder der /_^.^\_^ ^ ,L._j..^\ 

MiftelparaUelen). ^<;;' ' j ^.-■■'■^'''^^ 

d) Die Fläche eines Vielecks wird ^""""^^.t-''''^ 
bestimmt (Fig. 189) durch Zerlegung des- j-j^ jgg 
selben inDreiecke und Trapeze mitteis einer 

Eckeniinie und Senkrechten zu dieser aus den Ecken. Man mifst letztere 
O/ij J/21 ^s)j sowie die Abschnitte, welche sie auf der Eckeniinie 
bilden (x^ bis x^. Dann ist der Inhalt 

J= -^[iCjj/i + (3^1 + 3^3 + rc, + Xi)y^ + («2 + «3) (?li + ?h) + x^y^l 

8. Die Aufgabe: von einem Rechteck, dessen Inhalt J und eine 
Seite « in einander entsprechenden Mafsen ausgedrückt sind, die 
andere Seite zu berechnen, — wird durch Division der ersteren durch 
die zweite Zahl gelost; denn weil 

J=^a-b, 
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Ebenso ist aus der Flache J eines Dreiecks und aus einer Grund- 
seite a deren Höhe h, ebenso aus J und h die Gruudseite a berechen- 
bar; denn aus 



%.T 



•iJ 



folgt: 

Ist der Inhalt eines Quadrates gegeben, so ist die Seite desselben 
die Quadratwurzel aus der Zahl der Flächeueinheiten, d. h. diejenige 
Zahl, welche mit der ihr gleichen Zahl multipliziert die erstere 
Zahl ergiebt. 

Ist z. B. der Flächeninhalt eines Quadrates 57 qm 76 qdm, so liegt 
die Seite zwisckea 7 m und 8 m; denn erstere gäbe 49 qm, letztere 
64 qra. Zählt man das Quadrat zu 7 m von der Fläche^ ab, so bleiben 
8 qm 76 qdm = 876 qdra und zwar (nach § 43, 6, Fig. lU] in Form zweier 
Eechtecke und eines Quadrates, wovon die ersteren eine Seite von 70 dm 
Länge, haben, so dafs Each Obigem die andere Seite nicht ganz 876 (2 ■ 70), 
also etwa 6 dm sein kann. Nun ist bei letzteiei Annahme dei Fläcben- 
intalt der Keehtecke 2 ■ 70 ■ 6 = 840 und dpr des Quadiates ti 6 = .56, 
beide zusammen in der That 876 qdm. Also i&t die Seite de'; Quadrates 



Für diese Berechnimg ( 



-j sieh 

87l6 : 



146 



Wäre nach dem Abzählen der beiden Eeehtecke und des Quadrates 
noch ein Kest geblieben, so würde man weiter 76 dm als die Seite des 
nun hinweggenommenen Quadrates in Betracht ziehen und in gleichei- 
Weise fortfahren, um die zweite Seite der beiden übrigen Eechtecke zu 
erhalten u. s. f., wodurch sich auch noch an, inm ergeben. 

Man trennt hierbei, entsprechend den hundertteiligen MaJsen der 
Flächen, die mehrstellige Zahl vom Komma ab in zweizifferige Gruppen und 
verfahrt nach dem angegebenen Schema. Den Ziffern nach dem Decimal- 
zeicheu kann man Nullen anhängen und mit diesen die Reebnimg bis auf 
jeden beliebigen Grad der Genauigkeit fortsetzen. 

Ist z. B. der Inhalt des Quadrates ^ 57 qm 87 qdm 28 qcm 
= 5787,28 qdm, so erhält man die Quadratseite: 
1/57,87,128 = 70,07 .... 
8 8,7': 146 
1 12 8 : 1520 
1128010: 15207 
635 1 
Für eine oder zwei Ziffern weiter genügt, statt der Fortsetzung des 
angegebenen Verfahrens, die abgekürzte Diviaiou: 
C3510 : 15214 =- 4)7 
2 65 4 

ii;;;! 
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100 § "■ 

Alao ist die Seite = 76,07417 dm. Die Rechnung ist abrigens nicht 
weiter au fähren, ab der Genauigkeit der Messung der Eläche entspricht; 
sind hei dieser die qnm nicht mehr berücksichtigt, so ist auch bei der Seite 
die Zahl der cm nicht mehr zu berechnen. 

Wie dieses EechBungs verfahren im Verein mit dem pythagoreischen 
Lehrsatz zur Berechnung von Strecken dient, Keigt der zweite Teil der 
ebenen Geometrie. 
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A. Augenmal'». 

L. Lineal. 

J£ Maefstab oder Merslineai. 

Wm. WinkebnesBei'. 

IFsc/i. Winkelsdieit imd ■lvs&x 

Z. Zirkel. 
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AiTfgJiben zum zweiten Kapitel. 
I. Strecken. 

IJemerJcuiig: In den Mgeaden Übungen soll der Millimeter als li^inheii 
ommen werdea. 

1) Auf einer Geraden liegen 1, 2, 3, ...,n Punkte; wie viele § 6. 
1 entstehen in jedem dieser l'Ülle? wie viele Strecken? 

2) Beliebig lange Strecken sind zu zeichnen, dann zu schätzen, 
hierauf au messen. 

3) Die Strecken a = 40, 6 = 30, c = 18, d = 45, e = 72 sollen 
zuerst nach A. und dann je unmittelbar darunter genau mit M. ge- 
zeichnet werden. 

4) Man zeichne mit M, die Strecken p = 28, q = 16, r ^ 9, 
s = 37, Dann zeichne man zuerst nach A., hierauf auch durch 
Übertragen mittels Papierstreifens die Strecken: 

P-i~(l, s-\-r, p + r + q, r -{- s -\- q; 
s — q, p — r; p -\- q — -r , s — 5+^- 
Die Ergebnisse sollen mit dem M. geprüft werden. 

5) Wenn A, B, C, X, Y, Z auf einander folgende Punkte einer 
Geraden sind, so soll man ausdrücken: 

a) AG, BX, CZ je als Summe zweier Strecken, 
/J) AX, BY, BZ, AZ je als Summe dreier Strecken, 
y) AB, CX, BY je als Differenz zweier Strecken, 
S)AB+BX, BX-i-XZ, AB -\- BX -\- xr, BY—XY, 
AB + BY— XY, AC— XZ-\- CZ je als eine Strecke. 

6) Eine gegebene Strecke (z. B. a; = 18 oder y = 30) soll nach 
A. a) verdoppelt, ß) verdreifacht, y) verfünffacht, S) halbiert, s) in 
drei gleiclie Teile geteilt werden. Prüfung durch M. 

7) Eine Strecke (z. B. s ^ 84) sei gegeben. Man zeichne nach 
A, eine andere Strecke, welche a) | , ß) i, y) i, ä) ^ , e) j| der 
erster en ist. 

8) Es soll (erst nach Augenmafs, dann unmittelbar darunter auch 
genau) a = 36, & = 24 gezeichnet werden und dann noch; 

,.)2o + |, «)'^ + "- 
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104 Übungsanigabcn au Kapitel 3. I. IL 

9) Wemi bei den Pmiktüii in 5) AB=CX, so i«t auch 
ÄC^BX. — Umkehrung. 

10) Wählt man einen beliebigen Punkt -X: a) auf der Ver- 
längerung einer Strecke AB, ß) auf AB selbst, ao ist im ersten 
Falle AX + BX doppelt so grofs als MX, wo M die Mitte von 
AB ist, und im zweiten Falte ist AX ~~ XI? =? Zahienbeispiel. 
Allgemeiner Nachweis. 

11) Nimmt man auf einer Strecke einen beliebigen Punkt und 
aufserdem sowohl die Mitte des einen hierdurch gebildeten Ab- 
schnittes als der ganzen Strecke, so ist der nicht halbierte Abschnitt 
doppelt ao grofs als das zwischen beiden Mittelpunkten liegende 
Stück. Zahienbeispiel. Beweis. 

12) Mit den gegebenen Strecken u = 32, » = 19, !« = 58 soll 
gesteicbiiet werden: a) u — w, v — ^w, m — Zv , 2o — w ; 

p) („ + .)-«, «-(, + »), , + („-«). 

13) Die von drei Punkten A, B, G einer Geraden begrenzten 
Strecken AB, BC, AC sind zu messen und die Ergebnisse sind zu prüfen 
nach den Gleichungen: 

AB -j- £G'= AC, AC — AB = BC, AC — BC = AB. 

14} Es ist eine Punktgrappe ABCB nu neichneu, so dafs 

^£ = 57, Ö0= — 36, (7D=19, DE^ 9. 

Dann ist Al<) zu messen und mit der algebraischen Summe der Strecken 
m vergleichen. 

II. Winkel. 

g 7. 1) Von demselben Punkte aus gehen 1, 2, 3, ..., u Strahlen; 

wie viele Winkel werden hierbei gebildet? 

2) Welche Stammbrnehteile des rechten Winkels lassen sich je 
durch eine ganze Zahl von Graden ausdrücken? 

3) Zeichne mitWm. den Winkel von 30", 80", 90", 120", 160", Vd'o". 
■i) Zeichne nach Ä. die Winkel von 45", 60", 100", 20", 120"; 

hierauf mifs dieselben mit Wm. 

5) Welchen Winkel bilden die Uhrzeiger um a) 12, 3, 6, 9 Uhr, 
ß) 1 XJhr, y) 5^, 3^, 8f Uhr? 

6) Wenn die Hauptrichtungen der Windrose durch N, S, 0, W, 
wenn ferner deren Zwisehenrichtungen durch NO , ■ ■ ., NNO , . . . . 
bezeichnet werden, welchen Winkel bilden; 

a) N und S? ' N und 0? S und TT? 

ß) W uad SW9 8 und NO'? NW anA 0? SO und SW7 

y) N und NNO'i und S'S'T^? WNW und 0N0'> 

1) Zeichne mit Wm. den Winkel von 40" (70", 111"); dann 

übei-trage ihn nach A., hierauf mittels Papier aus Schnittes a) an einen 

gegebenen Strahl, b) an eine gegebene Gerade in einem bestimmten 

Punkte derselben. 
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II. Übnngsanfgaben ku Kapitel 2. 105 

8) Die der Aufgabe I, 5 entsprechenden Aufgaben sind für 
Strahlen und Winkel zu lösen (statt für Puakte und Streclien). 

9) Zeichne mittels Wm. die Winkel a = 36", ß = 10^ y = 70", 
tf = 58". Dann zeichne zuerst nach A., hierauf auch durch Über- 
tragen mittels PapierauB Schnittes die Winkel: 

IX + ß, ß^Ö, a + Ö, V-\-ß + ä; 

y~ß, d-a, ß + y-^, d-ß^a. 
Die Ergebnisse sollen mit dem VVm. gepriift werden. 

10) Die Winkel der Fig. 17 auf S. 11 sind zu schätzen, dann 
zu messen, hierauf ist ihre Summe zu berechnen. 

11) Wenn von fünf um einen Punkt herumliegenden Winkeln 
der ßeihe nach a = 74", ß = 101", y = 59", d = 94" ist, wie grofs 
ist dann der fünfte Winkel e? 

12) Um wie viel Grad dreht sieh der Minutenzeiger einer Uhr 
«) iu 1 Stunde? ß) in i,i,| Stiinde(n)? j-) m 30, 20, 10, 25 Zeit- 
minuten? (J) in 1, 50, 36, 24 Zeitminuteii ? 

13) In welcher Zeit beschreibt der Minutenzeiger einen Winkel 
von ß) 270", ß) 45", y) 18"? 

14) Zu verwandeln; «) 20"24' = 3;'; ß) 31'22" = rc"; y) 20"30" 
= 3;"; #) 2"3'45" = ^'; f) 80,225" = *■"»/' 2"; I) 100"20'42"=-:t". 

15) Die Winkel a = Ö7"38'45", ß = 29"42'56", y = 100"47" 
sollen annähernd mit Wm. gezeichnet werden. Dann soü man nach 
A. zeichnen, hierauf ausrechnen die Winkel: 

a + ß, ß-\-y, ß + /J -i-y; 

cc-ß, y^ß, {a + y)-ß, y - (ß + '^y 

16) Welcher Winkel ergänzt einen anderen a) von 67''19', 
b) von 27"42", c) von 58"47'20" zu einem JJ? oder zu einem ge- 
streckten? oder zu einem vollen Winkel? 

17) ß) Ein Winkel sei =21"37'20"; wie grofs ist sein 3, 7, 
9-^faches? ß) Das Dreifache (Fünffache) eines Winkels sei = 87" 
19'30"; wie grofs ist der einfache Winkel? 

18) Von zwei Nebenwinkeln sei der eine das 2, 3, 4 . . . fache 
des anderen; wie viel Grad hat jeder von beiden? 

19) Einerseits einer Geraden liegen um denselben Seheitel 
k) 3 (oder 4 oder 5 oder 6) gleiche Winkel ; 

ß) 5 Winkel, deren erste vier einander gleich , nämlich = 1 11 (oder 

y) 4 Winkel, von welchen jeder folgende doppelt so grofs ist als 
der vorhergehende. 
Wie grofs sind die einzelnen Winkel? 

(^NB. Erst zeichnen nach dem A., dann schätzen, danu rechnen und 
endlich genau zeichnen mit Winkelmesser.) 
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20) Welche Gröfse hat jeder von vier um einen Pnnkt herum- 
liegeadeu Winkeln, wenn 

a) jeder folgende dreimal so grofs ist als der vorhergehende? 
ß) der zweite dreimal so grofs als der eryte, jeder der folgenden 
aber gleich der Summe der beiden vorhergehenden ist? 

21) Zwischen 3 (5, 7) durch einen Pnnkt gehenden Geraden ist 
die Summe von je 3 (5, 7) nicht an einander grenzenden Winkeln 
= 2B. Beweis? 

22) Sind Winkel mit gleichen Nebenwinkeln gleichgrofs ? Beweis. 

23) Beweise, dafs die zur Halbierenden eines Winkels in dessen 
Scheitel errichtete Senkrechte seinen Nebenwinkel halbiert. 

24) Die Halbierenden zweier Scheitelwinkel bilden eine Gerade. 
Beweis. 

25) Nach dön Angaben von Aufg. 9 sollen gezeichnet werden die 
Winkel: 

a~y, ß-S, (a-i-ß)-y, („ + ß) - {j, + ö). 

26) Nacli den Angaben von Aiifg. 15 sollen gezeichnet iind berechnet 
werden die Winkel: 

27) Welcher Winkel ergänzt einen Winkel a,) von IflO", b) von 
127*'29'40", c) 155*44" zn emem M^ 

28) Irgend drei von demselben Punkt ansgehende Stiahlen a, h, c 
bilden die Winkel ah, lic, ac. Diebclben sind /n bchätzen, dann m 
messen, und die Ergebnisse sind zh piufen nach den Gleichungen 

ah-\~ho = ao, ac — aJ> = lji, ai, — ho == ah 
39) Es ist ein Püufstrahl ahcde deraii ku zeichnen, dafs 
■äiZah = 117", &c = — 49", cd = 152*», de = — 27". 
Es ist mm -^ ae zu schätzen, dann au messen, hierauf mit der alge- 
braischen Summe der Winkel zu vergleichen. Ebenso -^ hd. 



in. Streckeii und Winkel. 

1) Es seien a) 2, b) 3, c) 4, d) 5, e) 8, f) 20 Punkte ge- 
gegeben, von welchen keine drei in gerader Linie liegen. Wie viele 
Verbinduugsgeraden bestimmen diese Punkte? 

2) Es seien a) 2, b) 3, c) 4, d) 6, e) 9, f) 30 Gerade ge- 
geben, von welchen keine drei durch einen Punkt gehen. Wie viele 
Schnittpunkte bestimmen diese Geraden? 

3) Man soll ein beliebiges Dreieck, Viereck, Fünfeck (ohne ein- 
springende Ecken) zeichnen; dann sollen die einzelnen Winkel jeder 
Figur geschätzt, hierauf gemessen, und endlich soll die Summe aller 
Winkel derselben Figur angegeben werden. 
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(Probe: Die Summe miifs beim Dreieck === 180", beim Viereck 
= 360^ beim Fünfeck = 540» sein.) 

4) a) Mau soll einen Geradenzug AB . . . if zeichnen, bei welchem 
die Strecken AB, BC, ...,GH bzw. = 30, 16, 14, 13, 10, 8, 6 sind 
und die gleichwendigen Winkel B, ..., Q bzw. = 122", 100", 95", 
91", 105", 8S". Man schätze und messe AF , BF, ^ BBF, -^ AFD. 

b) An dieselbe Strecke AB soll dieselbe Figur wie in a) nur mit 
gegenwendigen Winkeln angetragen werden. 

5) Man zeichne ein Viereck, Fünfeck, Sechseck, . . ., w-eck und 
a) seine von einem Eck ausgehenden, b) seine sämtlichen Eckentinien. 
Wie grofs ist deren Anzahl bei a)? bei b)? 

6) Zeichne verschiedene Gestalten eines durch sechs gegebene 
Eckpunkte bestimmten Sechsecks. (Vgl. Fig. 35, S. IG.) 



Aufgaben zum dritten Kapitel, 

IV. Gegengesetzte Punkte und Gerade. 

a) Zeichenaufgaben. 

1) Zwei Scheitelwinkel sollen in Papier ausgeschnitten und durch § 9. 
Umdrehung zur Deckung gebracht werden. 

2) Von einem Punkte M aus (wie in Fig. 36) gehen Strecken 
MA, MB, . . .; ihre Längen und die zwischen je awei auf einander 
folgernden liegenden Winkel AMB, BMC, ... seien gegeben, nämlich: 

a) die Strecken = 14, 14, 14 und die Winkel = 60", 60"; 

b) die sechs Strecken =20, ll,e, 20, 11,0, 20, ll,ii und jeder 
der Winkel = 30"; 

c) acht Strecken abwechselnd je 20 und 10,8, die Winkel sämt- 
lich = 22^"; 

d) die acht Strecken =8^, 15^, 20, 15^, 8^, 15^, 20, 15^ 
und die Winkel = 24", 21", 21", 24", 24", 21", 21". 

Mau soll den Geradenzug ABCD . . . und die zugehörige gegen- 
gesetzte Figur zeichnen. 

3) Zu einem gegebenen Punkte A und zu einem Strahl b (zu § 10. 
einer Geraden b) durch ihn sind in Bezug auf einen Mittelpunkt die 
gegengesetzten Gebilde zu zeichnen a) mittels L. und M., b) mittels 

M. und Wm. 

4) Zwei gegenge setzte Gerade und der Mittelpunkt sind gegeben; 
man soll allein mittels L. a) zu einer weiteren Geraden, b) zu einem 
weiteren Punkte das gegengesetzte Gebilde finden. 

5) Durch einen Punkt A ist zu einer Geraden A, X^ die Parallele 
zu ziehen mittels L. und M. (Bestimme gemäfs Fig. 37 A^, M, B^, B.) 
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^ jl. 6) a)IuFig.38(S.2Ü) aei •^y = 63''47';wiegrofsHind die sieben 

übrigen Winkel? b) Wie grofs sind (Uese, wenn <C jJ^ = 122*'36'48" ist? 

7) Ea soll Anfg. 5 gelöst werden mittels a) L, imd Wm., 
b) L. und Wsch, 

8) Um eine Strecke a zu halbieren, zieht man a) durch deren 
tirenzpunkte gegengerichtete parallele und gleiche Strecken (mit L., 
Wsch. und M.) und verbindet die Endpmikte der letzteren — oder: 
b) mau zieht durch die Grenzpunkte von a zwei Paare gegen- 
gerichteter Parallelen (mit L. und Wsch.) und verbindet deren 
Schnittpunkte. 

9) Eine Strecke s und aufser ihr ein Punkt P sind gegeben; 
man soll s durch eine Gerade von P aus halbieren. (Vgl. Anfg. 8b.) 

10) Zu einer Geraden a ist mittelst L. und Wsch. eine Senk- 
rechte zu ziehen. — Andeutung: Lege L. und au dieses die längste 
Seite des Wsch, so, daCs dessen zweite Seite an « liegt; dann ver- 
schiebe das Wsch. beliebig längs des L. und ziehe die Gerade längs 
der dritten Seite des Wsch. 

; 12. 11) Durch einen von drei (nicht in einer Geraden liegenden) 

Punkten ist eine Gerade zu ziehen, so dafs die Senkrechten von 
den beiden anderen Punkten einander gleich werden. 

12) Durch einen Punkt P innerhalb eines Winkels ist eine 
Gerade so zu ziehen, dafs ihre von den Schenkeln begrenzte Strecke 
in P halbiert wird. 

13) Durch einen Punkt P aufserhalb eines Winkels ist eine 
Gerade so zu ziehen, dafs die auf ihr durch die Winkeisohenkel und 
durch P begrenzten Strecken gleich werden. 

14) In einen Winkel ist eine Strecke s so einzutragen, dafs sie 
einer gegebenen Geraden parallel wird. 

15) Zwischen zwei Parallele ist eine Strecke von gegebener 
Gröfse 80 einzutragen, dafs sie (oder ihre Verlängerung) durch einen 
gegebenen Punkt P geht. 

16) lu der Ebene der Fig. 41 (S, 21) sei ein Punkt P gegeben. 
Man soll durch ihn eine Gerade so ziehen, dafs die von den zwei 
Paaren Paralleler begrenzten Strecken gleiche Grbfse bekommen. — 
Andeutung; Ziehe die Parallele zu AAi (oder BB^) durch P. 

17) Es soll Aufg. 5 gelöst werden a) mittels Wsch. und M, mit 
Benatzung des Satzes § 12,2 b (vgl. Aufg. 7); b) mittels L. und M. 
mit Benützung des Satzes § 13, ib. 

! 13. 18) Trägt man eine Strecke (n — l)mal an und teilt dann die 

so erhaltene ganze Strecke in n gleiche Teile, so erhält man zwischen 
den Grenapuukten der zuerst angetragenen Strecken und den neuen 
Teilpunkten der Reihe nach — , -, '- ■ ■ - der ursprünglichen Strecke. 
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Anwend n^ /we Mafs&Ube le e e nc M 11 mete ang ol t 

V hrpnd de ^u le e d cli Teil ntf v n mn n 10 ^le cl e Teile erhalten 

V le k Duen folgen le nif d zu gena e ei Be&tamm ng de Lauge 
e e St ecke ben t t e den Man legt e erse ts dei Strecke vun den 
e uen Gienzp Ulkte a h den Nullj nlt dei e ten MaTi tabea au ande 

e ts an den aalen Gen] U den N Upunkt lea z vPiten Maf atabes 
dann k mmeu. a de Anzal i le a Ha itmaf&tabe aboele enen M 11 
n eter nocb ^o v elo Zehntel M 11 u et h nz als auf de we ten Mafs 
Btabe (v m N llj nkte al ) Tele ge hlt werlen bs dil n wo we 
Te Istnche be dei Mal tt! e a ment effen — E ne solche E chtun 
7u Me^s ng sehi kle ne &t ecken lie Ist N n us nd v d entsireclenl 
1 ch zur Mess ng von W nkein ye we tet [De ITame zu Fl ren des 
Port giese N uez lat Non i (f 1577) w Icle e e le l eschr e 

benen freilich verschiedene Vornchtung aiig.ib, den eingt,ti.ilten bdiiebei 
fahrte erst Vernier ein (1631).] 

b) Lehrsätze, 

1) Die Winkelhalbierenden gl eich wen (liger Winkel an einer durch g 12. 
zwei Parallele gelegten Geraden sind parallel Ebenso die Winkel- 
halbierenden gl eich wendiger Winkel mit paarweise parallelen Schenkeln. 

2) Umkehrung von 1): Wenn die Halbierenden gleicher Winkel 
parallel sind, so sind auch die Schenkel der Winkel paarweise 
pai-allel. 

3) Wird durch jedes Eck A, B, C eines Dreiecks die Parallele § 13. 
zur Gegenseite gebogen, so sind A, Ji, C die Seitenmitten des neuen 
Dreiecks. 

4J In einem Dreieck halbieren einander die Verbindungsstrecke 
eines Ecks mit der Mitte der Gegenseite (Schwerlinie) und die Ver- 
bindungsstrecke der Mitten der beiden andern Seiten. 

5) Verlängert man eine Dreieckseite um ihre eigene Länge und 
verbindet man den Endpunkt der Verlängerung mit der Mitte einer 
zweiten Seite, so schneidet die Verbindungsgerade ^ der dritten Seite 
ab. ^ (Benütze die Parallele zur V e rbin du ngs geraden durch den 
Schnittpunht der beiden ersten Seiten.) 

6) Schneidet man in Fig. 41 (S. 21) auf AB^ ein Stück 
AX = i, i, I, ■ ■ - — von AB^ ab und zieht BX, so liegt der auf 
AA^^ entstehende Schnittpunkt Y so, dafs A Y gleich ^, ^, ■ ■ ■ — r-r 
von jI^j ist — und umgekehrt. Auch ist YX = -j , ^ , ■ ■ • -^r—. 
von BX. — Andeutung; Verlängere AB^ um B^Z = AX und 
jXA^A^Z, sowie durch weitere passende Teilpunkte saiAB^ Parallelen 
zu A^^Z und wende % 13, 2c an. 
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V. Winkel im Di'eieclt nii^ Vieleck. 

§ 14. 1) Zwei Winkel a und ß eines Dreiecks seien gegeben, nämlich 

a) 80« und 60", b) 54'*37' und ePSS', c) 32*'45' und 101020"; 
man soll den dritten Winkel finden zuerst durch Zeichnung und 
Messung, dann durch Rechnung. 

2) Ein Winkel eines Dreiecks sei doppelt, ein anderer dreimal 
so grofs als der dritte Winkel, Drücke diese Bedingungen durch 
Buchstaben aus! Wie viele Grad haben die Winkel? Zeichne das 
Dreieck ! 

3) Wie grofs sind die Winkel a, ß, y eines Dreiecks, wenn 

1) « = ^ = 27, 2) « = ^ = { , 3) « = I = |, 

4) a -j- j5 = 7 , ß — ^ = -|- sein soll ? 

4) Von den Dreiecks winkeln k, ß, y sei k um 6*47' kleiner als 
ß, und ß sei um 9'*25' gröfser als y. Wie viel Grad hat jeder? 

5) a) Ein Winkel « eines Dreiecks sei == 52", ein nicht an- 
liegender Aufseuwinkel ö sei ^ 119", Man soll die beiden andern 
Dreiecks Winkel finden durch Rechnung und durch Zeichnung. — 
Ebenso, wenn: 

b) ^ K = 93"20', ^3= 13107'; c) ^a = 19''37', -^ Ä = 76040". 

6) Iß einem rechtwinkeligen Dreieck sei der eine spitze Winkel 
a) 2-, b) 3-, c) 4-, d) 7-, e) 9-, f) 14nial so grofs als der andere. 
Wieviel Grad hat jeder? 

7) a) Welche Winkel bilden die Halbierenden der Winkel « 
und ß in Aufgabe 1 mit einander? b) Ebenso die Halbierenden der 
spitzen Winkel in Aufg. 6? 

8) Drei Winkel eines Vierecks betragen 99"27', 126'*2'40", 740ö7'; 
wie grofs ist der vierte Winkel? 

9) Wenn die Winkel eines 4-, 5-, 6-, ... «-ecks alle gleich sind, 
wie grofs ist ein jeder? — Müssen dann auch alle Seiten gleich- 
grofs sein? 

10) Die aus dem Scheitel des rechten Winkels eines recht- 
winkeligen Dreiecks zur Gegenseite gefällte Senkrechte teilt das 
Dreieck in zwei andere, welche unter einander und mit dem ganzen 
Dreieck einzeln gleiche Winkel haben. 

11) Um durch einen Punkt P eine Gerade zu ziehen, welche mit 
einer Geraden a einen gegebenen Winkel k bildet, fälle man durch 
P die zu a Senkrechte s, trage in P an s den -^ a an = ^sc und 
ziehe in P die Senkrechte d zu c. 

12) Die Halbierenden zweier Winkel, deren Schenkel senkrecht 
zu einander stehen, sind ebenfalls senkrecht zu einander oder parallel. 
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13) Bei zwei Parallelen, die vou einer Geraden durehsclinitteu 
werden, sind die Halbierenden zweier gegenweiidigen Winkel senk- 
recht zu einander. 

14) Werden in einem Dreiecke von den Ecken aus (oder von 
beliebigen auf den Seiten liegenden Punkten aus) gegen die Seiten 
unter gleichwendig gleichen Winkeln Gerade gezogen, so bilden 
letztere ein neues Dreieck mit denselben Winkeln wie das ursprüng- 
liche. — Besonderer l'all, wenn die Geraden senkrecht zu den Seiten 
(oder zu deren Verlängerungen) sind. 

15) Zwischen den Schenkeln a und ö eines Winkels werden 
drei Strahlen j?, 5, r so gezogen, dafs der Scheitel von p und g auf a, 
der von g und r auf & liegt und dafs p und g; mit den Gegenrich- 
tungen von a gleiche Winkel bilden, ebenso q_ und r mit den Gegen- 
richtungen von h. Alsdann ist der Winkel der Gegenrichtung des 
Strahles ^ mit dem Strahle r ^ 2 ^ «6. 

Hierauf beruht die Anwendung des Winkeispiegels, der dem Geo- 
meter zum Absteeken des rechten Winkels dient (•^((& = — j, und 
des Spiegelsextanten, der hauptsächlich zur See als Winkelmesser 
benutzt wird. 

16) Die Summe der hohlen Winkel «, ^, ^, 5, e 
eines Sternfünfeckes ist = 2iJ. Wie grofs ist die 
Summe der hohlen Winkel eines Sternsiebeueckes? 

17) In der Fig. 190 sind aus folgenden Winkeln 
die übrigen zu berechnen: x = 48'', a = 32", y = 95°, 
s = 55". 

18) Zn zeigen, dafa es mit Rücksicht auf die 
Anzahl von üb er stumpfen, stumpfen, rechten, spitzen Winkeln zehn 
Arten von Vierecken giebt. 

19) Beweise, dafs die Summe der Innenwinkel eines gewöhn- 
lichen Vierecks 4.E beträgt; ebenso, dafs sie beim Fünfeck 6iJ, beim 
Sechseck 8ß beträgt. ~ Andeutung: Zerlege das Vieleck in Dreiecke, 
entweder durch Eckenlinien von einem Eck aus oder durch Strahlen, 
welche von einem Punkte im Inneren nach den Ecken gezogen werden. 

20) a) Wie viele von demselben Eck ausgehende Eckenlinien hat 
ein Viereck? ein Fünfeck? ... ein n-eck? b) Wie viele Eckenlinien 
überhaupt hat ein 4-, 5-, 6-, ... m-eck? 

21) Jeder Winkel eines Ji-ecks, dessen Winkel alle einander 
gleich sind, ist (2 — — 1 M. 

22) Wie viele Ecken hat ein Vieleck, wenn jeder einzelne Winkel 
•■ «) IK, ß) |B, y) i^E, d) ^B, £) ffi, 5) |fi beträgt? 

23) In einem gleichwinkeligen 2«-eck ist jede Seite parallel zur 
' folgenden Seite. 
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Aufgaben zum vierten Kapitel. 
VI. Ziigeonliiete Pimktc und Gerade. 

r) Lelirsätzo. 

§1011. 

SIC. 1) ZuKweiStralüeaemeaPuiiktes I 1) Zu zwei beliebigen Piinkten 
giebt es nur eine einzige Mittellinie, 

2) Die Verb in du ngs geraden eines 1 2') Die Selinittpnnkte einer Senk- 
Punlii:e8 der Mittellinie mit zwei zu- rechten zur Mittellinie mit zwei zu- 
geordneten Punkten sind zugeordnet, [geordneten Geraden sind zugeordnet. 

3) Die VerbJndungsgeraden je zweier zugeordneten Punkte sind 
einander parallel. 

4) Jede Senkrechte zur Halbierenden eines Winkels schneidet 
auf den Schenkeln gleiche Strecken ab iiud bildet mit ihnen gegen- 
wendig gleiche Winkel. ■ — ■ Umkelirungen dieses Satzes? 

5} Die aus zwei zu einander Senkrechten bestehende Figur hat 
jede derselben als Mittellinie. 

6) Wie viele Gerade (Punkte) bestimmen zwei Paare zugeordneter 
Punkte (Geraden)? Welche Lage haben dieselben? 

7) Zwei Strahlen eines Punktes der Mittellinie, welche einzeln 
parallel sind zu zwei zugeordneten Geraden, sind selbst zugeordnet. 

8) Sind zwei Gerade parallel, so sind es auch die ihnen in 
Bezug auf eine Mittellinie zugeordneten Geraden. 

9) Zieht man durch zwei zugeordnete Punkte A A A^ ein Paar 
zugeordneter Geraden a A «i und zu diesen auch ein Paar Parallele 
b II % und 6j I a, so sind auch letztere zugeordnet. 

10) Die Winkelhalbierenden zweier Paare von zugeordneten 
Strahlen sind einander zugeordnet. 

11) Die Senkrechten von einem Punkt der Mittellinie (oder von 
zwei zugeordneten Punkten) auf zwei zugeordnete Gerade sind einandei- 
zugeordnet. 

b) Zeichenaufgaben. 

1) Zu einer Strecke ist die Mittel- 1 1') Zu einem Winkel ist die 
senkrechte zu zeichnen mittels M. ' Hülbierende zu zeichnen mittels 
und Wsch. i Wm. 

2) Von einem Punkte A ist auf eine Gerade b die Senk- 
rechte zu fällen a) mittels Wsch., b) mittels h. und Wsch. — An- 
deutung zu b): Man lege L. und Wsch. so, dafs der eine Schenkel 
des rechten Winkels an h liege, während das L. am andern Schenkel 
und an A anHegt. — Welche der beiden Zeichnungsweisen a) und b) 
ist die vorteilhaftere? 
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3) Zu einem gegebenen Punkte 
Ä und einer gegebenen Mittellinie 
ist mittels Wscli. und M. der zu- 
geordnete Punkt zu zeichnen. 



3') Zu einer gegebenen Geraden 
a und einer gegebenen Mittellinie ist 
mittels Wm. die zugeordnete Ge- 
rade zu zeichnen. 



4) Zu einem gegebenen Punkte A und einer Geraden 6 durch 
ihn sind in Bezug auf eine Mittellinie c die zugeordneten Gebilde 
zu zeichnen. 

5) Zivei Scheitelwinkel sollen durch Umwenden zur Deckung 
gebracht werden (vgl. IV a, l, S. 107). 

b) Z Be t mm n^ 1er W nkell alb erenden mit dem M. trägt man 
vom Sehe tel a s a f den Sei en kein ivuei Paar gleiche Strecken ab 
und ve b ndet leren End{ okte ubera Krenz. Der Schnittpunkt 
des Kreuz s 1 e t la n a f ler Winkelhalbierenden. Warum? 

) Z r Best um n^ ler \^ kelhilb erenden mit dem M. und Wsch. 
kam man v m Sehe tel a s i f den S henkeln gleiche Strecken ab- 
tragen und durch lere Endp nkte je eine Parallele zum andern 
Schenkel z eben Der Sei n ttpunkt ler letzteren Geraden liegt auf der 
Winkelhalbierenden. Waium t* 

8) Die Mittellinie und zwei zugeordnete Punkte A nnd A^ seien 
gegeben. Man soll a) zu einem weiteren Punkte J3, ß) zu einer 
weiteren Geraden i mittelst L, allein das zugeordnete Gebilde 
zeichnen. — Andeutung zu a): Verbinde B mit A und A^:^ — zu 
ß): Wähle auf h den beliebigen Punkt C und bestimme nach a) Cj. 

9) Unter der gleichen Annahme wie in Aufg. S ist durch einen 
beliebigen Punkt B die Senkrechte zur Mittellinie zu zeichnen. 

VII. Das Dreieck mit Mittellinie. 

a) Lehrsätze, 

1) Im gl eich Schenkel igen Dreieck ist § 17. 
«) der Aufsenwinkel an der Spitze doppelt so grofs als ein 

Winkel an der Grundseite, 

ß). jeder Winkel an der Grundseito gleich R weniger dem halben 
Winkel an der Spitze, 

y) ein Aufsenwinkel an der Grundseite gleich Jl vermehrt um 
den halben Winkel an der Spitze. 

2) In jedem Dreieck bilden die Halbierende eines Winkels, ein 
Schenkel desselben und eine Parallele zum andern Schenkel ein 
gl eich geneigtes D reise it. 

3) Im gleich schenke! igen Dreieck ist die Halbierende des 
Auf sen winkeis an der Spitze parallel der Grundseite. — Um- 
kehrung? 

4) Eine von zwei Parallelen begrenzte Strecke und die Halbierende 
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eines zwischen der Strecke und der einen Parallelen liegenden Winkels 
bilden mit der andern Parallelen ein gleiclischenkeliges Dreieck. 

5) Wird in dem gl eichs eher kel igen Dreieck ABC, dessen Spitze 
B sei, CB verlängert bis D, so dafs BD = CB, so ist DA senk- 
recht zn AC. — Wie läfst sich dies verwerten, um im Grenzpunkt ^ 
des Strahles AC zji diesem die Senkrechte zu errichten? 

6) a) Wenn in einem Dreieck ein Eck C von der Mitte M der 
Gegenseite AB am der n Haltte tfe nt t so ist der Winkel am 
Eck C ein e ! te — b) Umkeh u g von a.) i — Zum Beweis ziehe 
ML II AC 

7) Wenn n e nem echtw nkpl gen D e eck die Gegenseite des 
rechten W nkels d ppelt so g ofs st als e ne zweite Seite, so beträgt 
der Gegenw nkel 1er letztere -jB de ande e spitze Winkel ist 1 jf. 

8) S ud d e W nkel eu es Dre ecl s \r B,B, so ist die Gegen- 
seite des Recl te doi pelt so gr fs al die C egenseite des kleinsten 
Winkels. 

9) Ve laagert ma m r 1 tw kel ^en Dreieck die Gegenseite des 
Rechten b derse ts m lea le endeSete nl verbindet die entstehen- 
den Endp 1 te n t dem Sei e tel le echten Winkels, so bilden die 
Verbindungsgp a len n t e na de 1 P — Welcher entsprechende 
Winkel e t teht wen man 1 e a 1 ^e len Seiten beide einwärts, 
oder wenn man 1 e e ne n ud d e andere auswärts abträgt? 

10) fr gt uan u e nem le bt v nkel gen Dreieck den einen 
spitzen W nkel an de 1 n m tb 1 len le Se te m den rechten Winkel 
hinein, so 1 all ert 1er ^chenl 1 de eil en d e Gegenseite des Kechten. 

11) In e nem gle hschenkel „qq Deck, in welchem jeder 
Winkel a 1er trunl e te \F betraft teJen die Mittelsenkrechten 
der Schenl el 1 e ( r ise te de ^le che Teile. 

12) Iri t na v n S he tel ^4 e es spitzen Winkels aus 
(z. B, von 11 ) 1 f lem e neu ^d enkel e ne Strecke AB (etwa = 
25 mm) al t dj,t ma dan 1 e e von B aus bis zum andern 
Scheukel e B( =^ AB d w ie b zum ersten Sehenkel 
CJ) = Ah s f 1 1 W nl el a den Gruiidseiten der ent- 
stehenden "le ch 1 enkel gen Dre ecke das 1-, 2-, 3-, 4- , , . fache 
des Winkels 1 , 

13) y\ al It jairt auf le Se ten emes gleichseitigen Dreiecks 
Punkte X i" IT 1 e je von 1 n Ecke A B, C um l^ der Seiten 
entfernt sd obllendeVlnl gsge -(den der Punkte ein 
gleichseitiges Dre e 1 , les en Se ten z lenen des ursprünglichen 
senkrecht sind. — Andeutung: Halbiere z. B. AM in X und ziehe 
XK (vgk Aufg. 5). 

14) Teilt man jede Seite eines gleichseitigen Dreiecks in drei 
gleiche Teile und verbindet je die einem Eck zunächst liegenden 
Teiipunkte, so entsteht ein Sechseck mit gleichen Seiten und Winkeln, 
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15) Zieht man im gleiehsclieukeligeii Dreieck die Halbierende eines 
Winkels an der Grundsoite bis zum Schenkel und zieht durch den End- 
punkt die Parallele zur Grundaeite, so sind die der letzteren anliegenden 
Abschnitte der Schenkel einander und jener Parallelstrecke gleich. 

16) Jede Gerade, welche auf dem einen Schenkel eines Winkels 
dieselbe Strecke vom Scheitel aus abschneidet wie auf dem andern, 
ist mit jeder andern solchen Geraden parallel; desgleichen jede Gerade, 
deren Gegenrichtungen mit beiden Schenkeln gegen wendig gleiche 
Winkel bildet. 

17) Zieht man aus einem behebigen Punkte der Grundseite eines 
gleiehsehenkeligen Dreiecks Strecken parallel zu den Schenkeln und 
bis zu diesen, so ist deren Summe gleich dem einen Schenkel, 

18) Im gleichschenkehgen Dreieck sind die von den Cfrenz- 
punkten der Grundaeite zn den Schenkeln gezogenen senkrechten 
Strecken einander gleich; ebenso die bis zu den Gegenseiten ge- 
zogenen Halbierenden der Winkel an der Grundseite. Ihre Schnitt- 
punkte liegen auf der Mitte! senkrechten der Grundseite. 

19) Wenn man in einem gleiehsehenkeligen Dreieck von den 
Grenzpunkten der Grnndseite ans einerseits auf dem einen Schenkel 
und andrerseits auf der Verlängerung des anderen die gleiche Strecke 
abträgt, so wird die Verbin dungs strecke der Grenzpunkte von der 
Grundseite halbiert. — Andeutung: Man benütze den dem einen 
Grenzpunkte zugeordneten Punkt und | 13, 2c. 

20) Zieht man in einem gleiehsehenkeligen Dreieck von einem 
beliebigen Punkte der Grundseite aus die beiden Strecken senkrecht 
zu den Schenkeln und von einem Grenzpunkt der Grundseite die 
Senkrechte zu einem Schenkel, so ist die Summe der beiden ersteren 
gleich der letzteren. — Andeutung: Mau ziehe durch jenen Punkt 
die Parallele zu dem zuletzt genannten Schenkel und benutze Aufg. 18 
und § 12, 2 a. 

21) Zieht man von einem Punkte P im Innern eines gleich- 
seitigen Dreiecks ABC die Strecken senkrecht zu den Seiten, so ist 
deren Summe gleich der senkrechten Strecke von einem Eck zur 
Gegenseite. — Andeutung: Ziehe durch P die Parallele zu einer 
Seite und benütze den vorhergehenden Übungssatz. 

22) Bringt man von zwei übereinstimmenden Figuren ein Paar 
übereinstimmender Seiten zur Deckung, so sind die Figuren entweder 
a) gegengesetzt in Bezug auf den Mittelpunkt der Seite, oder b) zu- 
geordnet in Bezug auf die Seite oder c) zugeordnet in Bezog auf die 
Mittel senkrechte der Seite. 

23) In § 17, 4a können die zugeordneten Geraden auch parallel sein§17,4. 
(mit andern Worten: beide Punktreihen haben einen sich selbst cnt- 
sprechentien Pnnkt in unendlicher Entfernung). Man beweise: Zwei tiber- 
eiustimmende Pmiktreihen auf zwei Parallelen sind ungeordnet, weun ein- 
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ander zwei Punkte auf einer zu den Parallelen Senkrechten entsprechen nnd je 
zwei weitere entsfirechende Punkte auf einerlei Seite dieser Senkrechten liegen. 

24) Denkt man sicli in g 17, 4b' die Scheitel A und A^ der über- 
ein stimai enden Sb-ahlenbüschel in unendliche Entfernung geruckt, so werden 
alle Strahlen eines Büschels parallel; man erhält übereinstimmende Parallel- 
strahlenbüschel, d, h. zwei solche Gruppen von Parallelen, in welchen 
zwei Strahlen des einen den gleichen Abstand haben wie zwei entsprechende 
Strahlen des andern. Man beweise: Zwei übereinstimmende Parallel- 
strahlenbüschel sind dej" Winkelhalbierenden zweier entsprechenden Strahlen 
und Eichtungen zugeordnet. 

25) Zwei übereinstimmende Parallelstrahlenbüschel, von welchen zwei 
entsprechende Strahlen parallel sind, sind der Mittelparallelen der letzteren 
/ngeordnot, wenn die entsprechenden Strahlen beider Büschel in enfcgegen- 

^ichtungen auf einander folgen. 



b) Zeichen- und Rechen-Aufgaben. 

?. 1) In einem gleich sehe nkeligen Dreieck sei gegeben der Winkel 

an der 

a) Spitze =54» (oder TO^öß' oder 137'*28'); 

ß) Grundseite -=80" (oder 72"38', oder 47" 29' 40"); 
man soll die fehlenden Winkel des Dreiecks finden erat durch Zeich- 
nung, dann durch Rechnung. 

2) In einem gleichgeneigten Dreiseit sei der Winkel an der 

«) Grundseite 2mal (oder 4, 2^, 4^mal) so grofs als der an 
der Spitze; 

ß) Spitze ein Siebentel (oder ^) des Winkels an der Grund- 
aeite; man soll die fehlenden Winke! berechnen. 

3) Ein gleichgeneigtes Dreiseit zu zeichneu, dessen Grundseite 
<== 34 mm und dessen Neigungswinkel = Gd" (oder (j4 mm und 21*) 
ist. Wie grofs werden die Schenkel? — Antw. 41,8 mm, (34,3 mm). 

4) Durch einen Punkt ist eine Gerade zu ziehen, welche a) mit 
zwei gegebenen einander schneidenden Geraden gleiche Winkel bildet; 
b) auf diesen Geraden von deren Schnittpunkt ab gleiche Strecken 
abschneidet. 

5) Die Mittel senkrechte einer 1 5') Die Halbierende eines Win- 
Strecke ist mit Wm. und L. zujkcls ist mit M. allein zu zeichnen; 
zeichnen. [ ebenso mit M. und Wsch. 

6) Man erhält die Halbierende eines Winkels, indem man eine 
beliebige Strecke sowohl auf dem einen Schenkel, als auch auf dem 
Oegenstrahl des andern Schenkels vom Scheitel aus abträgt und zur 
Verjjindungsgeraden der Endpunkte dieser Strecken die Parallele durch 
den Scheitel zieht. — Warum? 

7) Man soll die Halbierende des Winkels zweier Geraden a 
und b zeichnen, ohne deren Durchschnitt zu hentttKen. 
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ÄndGututig: Ziehe eine Gerade c dareh a und b; iat dann 
■^hc = ca, so ziehe die Mittelsenkrechte zur Streeke c; ist aber etwa 
'^ ic > ca, so ziehe durch den Schnitt von h und c noch ü so, dafs 
^ i(? = ca, halbiere -^ (?c u. e. w. — Oder; Ziehe eine beliebige 
Parallele e zu «, welche fi schneidet, halbiere -^ (it: durch d, ziehe 
eine beliebige Senkrechte zur Geraden d u. s. w. 

8) Zwei Parallele und ein beliebiger Punkt P sind gegeben. 
Mau soll eiu gleichschenkeliges Dreieck so zeichnen, dafs P seine 
Spitze wird, während seine beiden anderen Ecken in die Parallelen 
fallen und die Grundseite einer gegebenen Geraden g pa,rallel wird. — 
Andeutung: Auf welchen Geraden mufs der Mittelpunkt der Grund- 
scite liegen? 

9) Es sei eine Gerade « und aufser ihr seien zwei Punkte H 
und G gegeben. Man soll auf a einen Punkt X suchen, so dafs 
seine Verbindungsgeraden mit B und C gleiche Winkel mit a bilden. — 
Andeutung: Zeichne B^^ A TS in Bezug auf u. 

Es ist au unterscheiden, ob if und C auf derselben Seite oder 
auf verschiedenen Seiten von a liegen. (Anwendung: Billard — Spiege- 
l.ng.) 

10) Es sei ahti ... ein Geradeuzug 
und aofserbalb desselben seien zwei 
Punkte P und Q gegeben. Man soll 
auf jeder der Geraden a,h, c, . . . einen 
Punkt so linden, dafs -^a^a,ß = ß', 
y = y', . . werde. — (Vgl. Aufg. 9.) 

AüweuduDg hiervon auf das Billard- 
spiel durch Beautwortong der FraR-eu : 
rt) Welchen Weg mufs ein Billard bfiU machen, *"'s- isi. 

um nach Eerährnng der vier Seitenwände 

des rechteckigen BillardB einen andern Ball zu treffen? b) Welchen Weg murs 
er machen, um nach Berührung der vier Seiteiiwände wieder auf den ÄuegaugB- 
punkt zurückzukommen, und wie läfab sich beweisen, dafa der von dem Ball 
hierbei zurückgelegte Weg gleich ist der Summe der Bckenliuien des Billards? 

11) Auf einem Schenkel SF eines Winkels a ist ein Punkt au 
linden, welcher vom andern Schenkel und von einem gegebenen 
Punkte P des ersteren gleiehweit entfernt ist. — Andeutung: Mau 
lege in P entweder an PS den Winkel - „ oder an den Oegen- 
strahl den Winkel — ~ an. 

12) Um die Parallele durch einen Puukt A zu einer Geraden 6 
zu zeichnen, zieht man eine beliebige Strecke *; von Ä nach &, tragt an 
beliebigem Punkte von h den -^ hc auf derselben Seite von h gegenwendig 
au, ■^c,6[ = Z)c, uud macht den Schenkel Cj == c. Der Endpunkt 
von Ol liegt dann auf der durch A gehenden Parallelen zu h. — 
Beweis? — Behufs Vereinfachung der Zeichnung nimmt man ^hc 
gleich einem spitzen Winlsel des Wsch. — oder noch einfacher -^ he=Ii. 
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13) Zu einer aus Geraden ziLsammengesetzten Figur soll in Be- 
zug auf eine Mittellinie die zugeordnete gezeichnet werden (auf ver- 
schiedene Weise). 

VIII. Uugleiclie Seiten imd Winkel im Dreieck. 

§ 18. 1) Beweise Satz la in §18 (8.32) durch Abtragen der einen 

von beiden ungleichen Seiten auf der anderen; benutze dann § 17, 2b 
und § 14, 2b. 

2) Die Halbierende eines üreieckwinkels teilt die Gegenseite so, 
dafs jeder Abschnitt kleiner ist als die anliegende Dreieckseite. — 
Andeutung: § 14, ab und § 18, ib. 

3) Eine Höhe eines Dreiecks ist kleiner als die halbe SLimuic 
der anliegenden Seiten. — Was läfst sich also über die Suniiue der 
drei Höhen aussagen? 

4) Jede Seite eines Dreiecks ist kleiner als die halbe Siiuiiuo 
der drei Seiten. 

5) Verbindet man einen Punkt im Innern eines Dreiecks mit 
den Grenzpiinkten einer Seite, so ist die Summe der Verbindungs- 
strecken kleiner als die Summe der beiden anderen Seiten. — An- 
deutung: Verlängere eine der Verbindungsstrecken. 

ö) Verbindet man einen Punkt im Innern eines Dreiecks mit den 
Ecken, so ist die Summe der Verbindungsstrecken a) grölser als der 
halbe, aber 1») kleiner als der ganze Umfang des Dreiecks. — An- 
deutung zu b): Benutze 5, 

7) Liegen die Ecken eiues Dreiecks auf den Seiten eines zweiten, 
so ist der Umfang des ersteren kleiner als der des zweiten. 

8) Werden auf drei unter gleichen Winkeln (-;;-) yon demselben 
Pmikte M ausgebenden Strahlen beliebige Punkte A, H, G an- 
genommen, so ist M unter allen Punkten der Ebene derjenige, für 
welchen die Summe der Entfernungen von Ä, B, den kleinsten 
Wert hat. — Andeutung: Die in A, S, C senkrecht zu den Strahlen 
gezogenen Geraden bilden ein gleichseitiges Dreieck. Auf irgend 
einen Punkt Jf^ wende man Aufgabe Vlla, 21 an. 

9) In jedem hohiwinkeligen Viereck ist die Summe der beiden 
Eckenlinien 

a) gröfser als die Summe zweier Gegenseiten; 

b) gröfser als der halbe und kleiner als der ganze Umfang des 
Vierecks, 

10) Einerseits der Senkrechten von einem Punkte zu einer Ge- 
raden giebt es auf dieser nur einen Punkt mit Ijcstinimter Entfernung 
von ersterem Punkte. 
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11) Zieht man von einem Punkt der Mittellinie zwei gleiche § 19. 
Streclien uacli zwei zugeordneten Geraden, so sind diese Strecken 
zugeordnet, wenn der Winkel zwischen den vom Punkte zu den Ge- 
raden gezogenen Senkrechten die beiden Strecken einsctliefst oder 
beide ausschliefst. (Beweis mittels Äufg. 10.) 

12) Zieht man von einem Punkte der Mittellinie zwei Gerade, 
welche mit zwei zugeordneten Geraden gegenwendig gleiche Winkel 
bilden, so sind jene Geraden selbst zugeordnet. 

13) Welche verschiedenen Arten der Lage können drei Gerade 
der Ebene haben, wenn man ordnet; 

a) nach der Parallelität, 

b) nach der Anzail ihrer Schnittpunkte? 

14) Es sind die wichtigsten Eigenschaften des Dreiecks anzugeben 
und darnach zu ordnen, ob sie handeln: 

a) von den Winkeln, 

b) von der Beziehung zwischen Winkeln und Gegenseiten, 

c) von den Seiten allein. 



Aufgaben aum fünften Ka.pitel. 



]\ Hheieiiisüminung zweier l^igiiiyu 



1} Z 1 cmem 
gleid gernhtLtes z 

2) Zwei übet em 'Stimmende Punkt- 
leihen können in ^u^eoidnöte Lage 
in Be/ !(, auf eme be timmte Gerade 
gebta«ht weilen Itiiuh Verschiebung 
längs leiselben zei huet man näm- 
lich die bellen Pinkte Äj^ und S^ 
dei r nVtieihen welcbe dem Schnitt- 
punkt i> ihiei iiagei entspiechen, 
so ist die Veibinlmg ^etade der 
Mittelpinlto -v n S'Sj nd S S 
Wittellime 



„IciLhe^ 



;egebenen Drei-, Viei , Vieleck : 
zeichnen 

2') Zwei gegeiiwendige ubciein 
■stimmende StraÜenbuschel können 
in zugeoidnete Lage in Bezug atif 
eine bestimmte Geiade gebiacht 
werden durch VeiBchiebung längt, 
derselben, zeichnet man nämlieii die 
beiden Strahlen s^ und s^ , welche 
dei- Veibmdungsgeiaden dei Tiagei 
entspiechen, t.o ist die Senkrechte, 
die ! welche vom Mittelpunkt diesei Vei 
bindungsstiecke auf die Winkel 
I halbiei enden von S5j oder s^^ g^ 
! füllt wud, die Mittellinie 

3') Die Ililiuerende des Neben g 2. 



3) Die Mitte Isenkr echte : 
Lagen eines Punktes vor und nach j winkeis ilei llichtuiigeE einei Geiaden 
einer Drehung geht durch den Dreh- 1 vor und nach emei Drehung geht 
punkt. durch den Diohpunkt, 

4) Ein Pnnkt lälst sich mit einem i') Eine Geiade Wbt sich mit 
andern zur Deckung bringen durch | ein« andern /m Deckung bimgcu 
Drehung um einen beliebigen Punkt 1 durch Diehung um emPn beliebigen 
der Mittelsenkrechten beider Punkte. 1 Punkt einei ihiei lieiden Winkel 
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5) Die Mittelaenki echten dei biunzpuuktpaare zweier gleichen SU-^ecken 
achneiden einander auf eiiiei Winkelhalbierenden beider Geraden. 

6) Wie vereinfachen ^ich ilie BedinguDgen für die Überein- 
stimmung der Dreiecke bei 

!i) rechtwinkeligen Dreiecken? 
b) gleichschenkeligen Dreiecken? 

7) Ein Dreieck mit zwei gleichen Höhen ist gleiehschenkelig. 

8) Die Verbindungs geraden der Seitenmitten eines Dreiecks teilen 
dasselbe in vier übereinstimmende Dreiecke. 

9) Sehiieitiet man auf den Seiten eines gleichseitigen Dreiocka 
von den Ecken aus jeweils im gleichen Sinne des Umlaufes um das 
Dreieck gleiche Strecken ab, so bestimmen 

a) deren Endpunkte, 

b) die Verbindnngsgeraden der Endpunkte mit den Gegenecken 
je ein gleichseitiges Dreieck. (Vgl. Aufg, Vlla, 13; 14.) — Unikehrung? 

10) Welche möglichen Zusammenstellungen an je dreien kann 
man aus den sechs Stücken a, h, c, a, ß, y eines Dreiecks bilden? 
Wenn zwei Dreiecke in drei solchen Stücken übereinstimmen, sind 
dann die Dreiecke in jedem dieser Fälle übereinstimmend? 

11) Zwei Dreiecke sind übereinstimmend, wenn sie in einer Höhe 
übereinstimmen imd in 

a) deren Grandseite und einem anliegenden Winkel; 

b) deren Grundseite und einer zweiten Seite; 

c) deren entsprechend gl eich wendigen Winkeln mit den Seiten; 

d) zwei gleichliegenden Winkeln; 

e) den nicht zu ihr gehörigen Seiten, wenn diese in beiden 
Dreiecken Übereinstimmend auf derselben Seite oder auf verschiedenen 
Seiten der Höhe liegen. 

12) Zwei Dreiecke sind übereinstimmend, wenn sie übereinstimmen 
in der Strecke einer Winkelhalbierenden von dem Eck bis zur Gegen- 
seite und in 

a) dem halbierten Winkel und einer denselben mitbildcuden Seite; 

b) zwei gleichliegenden Winkeln; 

c) einem gleichliegenden Winkel und dem Winkel der Halbie- 
renden mit der entsprechenden Richtung der Gegenseite; 

d) einer den halbierten Winkel mitbildenden Seite und dem ihr 
anliegenden Abschnitt der Gegenseite. 

13) Zwei Dreiecke sind übereinstimmend, wenn sie in einer 
Seite und der Schwerlinie nach deren Gegeneck Übereinstimmen und 
noch in 

a) einer zweiten Seite; 

b) dem Winkel der Schwerlinie mit der halbierten Seite; 

c) einem Winkel der halbierten Seite mit einer zweiten Seite, 



y Google 



IX. X. Übungsaufgaben zu Kapfei ö, 6. 121 

fiiUs der Winkel dieser Seite mit der Schwerlinie in beiden Drei- 
ecken spitz oder in beiden stumpf ist; 

d) dem Winkel der Schwerlinie mit einer zweiten Seite, falls 
der Winkel dieser Seite mit der halbierten Seite in beiden Dreiecken 
von gleicher Art ist. 

14) 'Es sollen die Bedingungen für die Übereinstimmung von Vier- 
ecken aufgestellt werden (gemSlfs § 23, 4). 



Aufgalieii zum sechsten Kapitel. 
X. Strecken iiud Winkel im Kreis. 

I) Bewegt sich eine Strecke, stets gleiche Grölse behaltend, mit ^ ^^ö- 
ihreu Grenzpunkten auf zwei zu einander senkrechten Geraden, so 
bewegt sich ihre Mitte auf einem Kreise. — Vgl. Aufg. VII a, 6. 

2) Die in den Grenzpunkten einer Sehne zu ihr Senkrechten § 27. 
treffen einen beliebigen Durchmesser in zwei Punkten, die von den 
Grenzpnnkten des Durchmessers gl eich weit entfernt sind. 

3) Fällt man von den Grenzpunkten eines Durchmessers die 
Senkrechten auf eine den Kreis schneidende Gerade, so sind die 
zwischen den Fußpnnkten der Senkrechten und dem Kreise liegenden 
Strecken von gleicher Gröfse. — Andeutung: Ziehe auch von der 
Kreismitte die Senkrechte zur Geraden. 

4) Parallele Berührende haben als Berührungspunkte die Grenz- 
punkte eines Durehmessers. 

5) Auf einer durch den Mittelpunkt des Kreises gehenden Ge- 
raden sind die Abschnitte zwischen dem Kreise imd zwei beliebigen 
parallelen Berührenden von gleicher Gröl'ae. 

ö) Die Verbindungsgerade zweier Grenzpuukte eines Paares 
Durchmesser ist parallel der Verbind uugsger ade der anderen Grenz- 
punkte; beide Verbindungsgeraden treffen irgend ein Paar paralleler 
Berührenden in Punkten, deren Verb indungs geraden durch die Kreis- 
mitte gehen. 

7) Werden zwei parallele Berührende von den Verlängerungen 
zweier Durchmesser geschnitten, so sind die Verbindungsgeraden dieser 
Schnittpunkte parallel und falls sie den Kreis treffen, geschieht dies 
in den Grenzpunkten zweier Durchmesser. 

8) Eine zu einer Sehne parallele Berührende halbiert den (die) 
Bogen der Sehne. — Umkehrung? 

9) Wie liegen die Endpunkte aller an einen Kreis gezogenen 
berührenden und von den Berührungspunkten ab gleichen Strecken? 

10) Durchschneidet man zwei Berührende eines Kreises durch 
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eine dritte, so bilden die Strahlen yom Kreiamittelpunkt nach dea 
Schnittpunkten einen Winkel, welcher halb so grofs ist als der 
Winkel der Halbmesser der beiden ersten Berührungspunkte. 
i. 11) Zwei von demselben Punkt awsgeheade gleiche Sehnen sind 

in Bezug auf den Durchmesser dieses Punktes zugeordnet, ebenso 
die zugehörigen Bögen. 

12) Zwei Sehnen, welche mit dem durch ihren Schnittpunkt 
gehenden Durchmesser gegenwendig gleiche Winkel bilden, sind ein- 
ander gleich; zugleich ist der einerseits des Durchmessers von den 
Sehnen begrenzte Bogen gleich dem anderseits von ihnen begrenzten. 

13) Zwei Sehnen können einander nicht halbieren (aufaer wenn 
sie Durchmesser sind). 

14) Zwei Verbindungs gerade der Grenzpunkte paralleler Sehnen 
schneiden einander auf dem zu ihnen senkrechten Dttrchmesser. 

15) Zwei Verbindüugsgerade der Grenzpunkte eines Paares paral- 
leler Sehnen treffen das zu diesen senkrechte Paar von Berührenden 
in Punkten, deren Verb in dungsgeraden den Sehnen parallel sind. 

16) Werden zwei parallele Berührende von zwei Senkrechten durch- 
schnitten, so sehneiden einander die Verbindungsgeraden ihrer Schnitte 
puukte auf dem zu den Berührenden parallelen Durehmesser und treffen 
(möglicherweise) den Kreis in den Grenzpunkten von Sehnen, welche 
ebenfalla senkrecht zu den Berßhrenden stehen. 

17) Wird eine Sehne AB um den Halbmesser verlängert und vom 
Endpunkte C der Durchmesser CD gezogen, so ist der eine zwischen 
den Geraden liegende Bogen dreimal so grofs als der andere. — 
Andeutung: Ziehe Sehne .BX ]J CD und dann Durchmesser XY. 

18) Ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Halbierenden eines 
Winkels liegt, schneidet auf dessen beiden Schenkein gleiche Strecken ab. 

19) Welche Lage haben die Mitten aller Sehnen von gleicher 
Gröfse? 

I, 20) Welche Gröfse haben die über dem 3., 4., 5., . . . Teile eines 

Kreises stehenden Umfangswinkel? 

21) Wenn auf einer Kreislinie sechs Punkte gegeben sind, so 
dafs je zwei auf einander folgende bezüglich }, -}, ^, {, \, ^- des 
ürafangea begrenzen, welche Winke! bilden dann irgend welche Ver- 
bindungsgeraden dieser Punkte? 

22) Wie grofs ist der Winkel zweier Berührenden, wenn dessen 
Scheitel um den Durchmesser von der Kreismitte absteht? 

23) Wie lautet die ümkehruog des Satzes in § 29, 4b? Beweis? 

24) Der Satz in § 28, a a (S. 49) ist durch Benützung der vorstehen- 
den Aufg. 23 zu beweisen. — Andeutung: Ziehe in Fig. 97 AieAB,. 

25) Werden in einem Kreise zwei parallele Sehnen AB und A^B^^ 
und je von einem Grenapunkte derselben aus wieder zwei j 
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Sehuea BC und -B^C, gezogen, so aiüd auch die Verbindungs geraden 
f?j4| und C^A einander parailel. 

26) Gehen von der Mitte C eines Bogens AB zwei Sehnen 
CX und CY aus, welche die Sehne AB in X^ und Fj sehneiden 
(ÄXi>AYi), ao ist, wenn noch ZF gezogen wird, ^A¥iY=X 
nnd ^XX^B= Y. 

27) Zwei durch einen Punkt der Kreisfläche gezogene und zu ein- 
ander senkrechte Sehnen teilen den Kreis in vier Bögen, von welchen 
je die Summe zweier nicht an einander liegenden gleiche UrÖl'se hat. 

28) Welches ist der Ort der Mitten aller Sehnen eines Kreisea, 
welche von demselben Punkte des Kreises ausgehen? — Andeutung: 
Fälle auf alle Sehnen die Senkrechten vom Mittelpunkt des Kreises. 

29) In einen gegebenen Kreis ist eine Sehne zu zeichnen, so 
dafs der über ihr stehende ümfangswinkel eine gegebene Gröfse hat. 
— Andeutung: Ziehe eine Berührende in beliebigem Punkte und 
trage iu diesem den gegebenen Winkel als Berührungswinkel an. 

XI. Zwei Kreise. 

1) Zwei Kreise mit gleichen Halbmessern liegen gegengesetzt § 
in Bezug auf die Mitte zwischen ihren Mittelpunkten. Eine Gerade 
durch diesen Punkt achneidet die Kreise in Punkten, deren Halb- 
messer paarweise gegengerichtet sind und deren Berührende parallel 
sind; die Schnittpunkte der beiden Paare von Berührenden liegen 
ebenfalls gegengesetzt in Bezug auf jenen Punkt. Zwei Gerade durch 
den Punkt bestimmen in beiden Kreisen gegeugesetzte Sehnen. 

2) Zwei Kreise mit gleichen Halbmessern sind sowohl der Ge- 
raden durch ihre Mittelpunkte zugeordnet, als auch der Mittelsenk- 
reehten dieser Punkte: eine Parallele zu ersterer Mittellinie schneidet 
die Kreise in Punkten, deren Halbmesser der zweiten Mittellinie zu- 
geordnet sind, und ebenso deren Berührende; zwei Parallele zu ersterer 
Mittellinie bestimmen Sehnenpaare, die der zweiten Mittellinie zu- 
geordnet sind. 

3) Zwei Kreise mit gleichen Halbmessern sind gleiche gleich- 
gerichtete Figuren: eine Parallele zu der Geraden durch die Mittel- 
punkte schneidet die Kreise in vier Punkten, deren Abstände paar- 
weise gleich dem Abstand der Mittelpunkte sind und deren Halb- 
messer (sowie deren Berührende) paarweise gleichgerichtet sind; die 
Schnittpunkte der beiden Paare von Berührenden liegen auf einer 
Parallelen zur Mittellinie. Zwei Parallele zur Mittellinie bestimmen 
in beiden Kreisen Paare gleichgerichteter Sehnen. 

4) An zwei Kreise, welche keine Fläche gemeinsam haben, lassen 
sich zwei Paare gemeinsamer Berührenden ziehen, sog. äiifserc und 
innere. Von diesen gilt: 
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a) Die Äbsebüitte der äiifseren Berührenden nwisclien ihren Be- 
ruh niiigspuiiktea sind einander gleich, ebenso die Abschnitte der 
inneren; 

b) die Abschnitte der inneren Berührenden bis zu ihren Schnitt- 
punkten mit den äufseren sind gleich jenen Abschnitten der äufseren 
Berührenden, 

5) Zwei Kreislinien können einander nicht halbieren. 

6) Wenn bei einem Kreise der eine Grenzpunkt eines Durch- 
messers zugleich Mittelpunkt eines zweiten Kreises ist, so werden die 
Sehnen des letzteren Kreises, welche nach dem zweiten Grenzpunkte 
jenes Durchmessers gerichtet sind, vom ersteren Kreise halbiert. 

7) Ein Schnittpunkt zweier Kreise liegt auf derselben Geraden 
mit den Gronzpunkten der zwei Durchmesser, die durch den andern 
Schnittpunkt der Kreise gezogen werden. 

8) Schneiden zwei Kreise einander, von welchen der eine durch 
den Mittelpunkt des andern geht, so schneidet jede durch den einen 
Schnittpunkt der Kreise gehende Gerade die Kreise in zwei weiteren 
Punkten, welche mit dem zweiten Schnittpunkte beider Kreise ein 
gl eich seh enkeliges Dreieck bilden. — Andeutung: Man beweise, 
dafs irgend ein solches Dreieck in seinen Winkeln übereinstimmt mit 
dem Dreieck, das in der angegebenen Weise durch die Geiade vom 
ersten Schnittpunkt nach dem genannten Mittelpunkt bestimmt ist 

9) Die durch einen Schnittpunkt zweier Kreise gezogenen und 
durch letztere begrenzten Strecken erscheinen vom zweiten Schnitt 
punkte aus alle unter demselben Winkel. — Andeutung Min ver 
gleiche den Winkel zweier solchen Geraden durch den ei'^ten Schnitt 
punkt mit dem Winkel, unter welchem vom zweiten Schnittpunkte 
aus in jedem Kreise die Verbind ungsstreeke der auf ihm hebenden 
Grenzpunkte der beiden Strecken erscheint. 

10) Jede Gerade, welche durch den Berühriuigspuukt zneiei 
einander berührenden Kreise geht, schneidet die Kreise in -^wei 
Punkten, deren Halbmesser bei ausschliefsender Berührung .^egen- 
gerichtet, bei einschlielsender gleichgerichtet sind. 

11) Jede durch den Berührungspunkt zweier Kreise gehende 
Gerade schneidet in den Kreisen Bögen ab, deren Mittelpunktswinkel 
gleiche Gröfse haben. 

12) Werden durch den Berührungspunkt zweier Kreise zwei 
Gerade gelegt und verbindet man die je in demselben Kreise 
entstehenden Schnittpunkte, so sind die Verbindungsgeraden parallel. 

13) Berührt ein Kreis einen zweiten und geht er zugleich durch 
den Mittelpunkt des letzteren, so wird jede durch den Berührungspunkt 
gehende Sehne des zweiten durch den ersten halbiert. 
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14) In zwei Kreisen mit gemeiiiaamem Mittelpiiukt bestimmen 
die Endpunkte zweier Halbmesser parallele Sehnen. 

15) Zwei Kreise mit gemeinsamem Mittelpunkt bilden eine Figur, 
in welclier es in Bezug auf den Mittelpunkt zu jedem Punkt einen 
gegengesetzten Punkt giebt: verbindet man die Grenzpunkte eines 
Durchmessers des einen Kreises mit den Grenzpunkten eines Durch- 
messers des andern, so liegen die Verbindungsstrecken paarweise 



16) Zwei Kreise mit gemeinsamem Mittelpunkt bilden eine Figur, 
in welcher jeder Durchmesser Mittellinie ist: verbindet man die Grenz- 
punkte einer Sehne des einen Kreises mit den Grenzpunkten einer 
parallelen Sehne des andern, so sind die Yerbindungsstrecken paar- 
weise dem zu den Sehnen senkrechten Durehmesser zugeordnet. 

17) Auf jeder Geraden, welche zwei Kreise mit gemeinsamem 
Mittelpunkt durchschneidet, liegen zwischen den Kreisen gleiche 
Strecken, 



Aufgaben zum siebenten Kapitel. 
XIL Zeichnen mit Lineal nnd Zirkel. 

1) Ein gegebener Winkel k soll verdoppelt, verdreifacht, ver- ^ '^^ 
vierfacht werden, 

2) Man soll drei gegebene Strecken a, i, c von einem Punkte 
ausgehend so antragen, dafs ihre Endpunkte in einer Geraden liegen 
und gleichweit von einander entfernt sind. — Andeutung: Es sei 
FM=^a die kleinste Strecke; dann zeichne in Bezug auf M als 
Mittelpunkt P^^ P und mit Hülfe von P^ auch die in Bezug auf 
diesen Mittelpunkt gegengesetzten Endpunkte zu b und c. 

3) Von einem gegebenen Kreise (oder Kreisbogen) ist der Mittel- 
punkt zn finden. 

4) Auf einer Geraden (oder auf einem Kreise) ist ein Punkt zu 
finden, welcher gleichweit entfernt ist a) von zwei gegebenen Punkten, 
— b) von zwei gegebenen Geraden, 

5) Man soll mit L. und Z. einen Winkel a) von 60", b) von 30", 
e) von 90" zeichnen. 

6) Man soll einen rechten Winkel in drei gleiche Teile teilen. 

7) Es sind zwei Punkte A und IB gegeben. Es soll eine Reihe 
von Punkten der Geraden AB (die nicht gezogeu ist) mit dem Zirkel 
allein bestimmt werden, ohne letzteren weiter als ura die Strecke AB 
zu öfihen. — Andeutung: Man bestimme zwei in Bezug auf die 
Gerade zugeordnete Punkte und von diesen aus einen weiteren Punkt 
der Mittellinie; diesen benutze man in gleicher Weise zur Bestimmung 
eines weiteren Punktes u. s. f. 
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8) Durch einen Punkt in einer Kreisfläche ist eine Sehne zu 
Kiehen, welche in jenem Punkte halbiert wird. 

9) Die Aufgabe in VII, b, 7 ist mit Zirkel und Lineal zu lösen. 

10) Durch einen auf einem Kreis liegenden Punkt ist eine Sehne 
zu 7.ielien, deren Abstand von der Kreismitte gegeben ist. 

11) Es ist der Ort der Endpunkte aller Kreisberührenden von 
gegebener Länge zu zeichnen. 

12) Es ist auf einer Geraden (oder auf einem Kreise) ein Punkt zu 
bestimmen, von welchem aus die Berührende an einen gegebenen 
Kreis eine bestimmte Länge hat. 

13) Durch einen Punkt a)innerhalb, b) aufserhalb eines Kreises 
ist eine Gerade so zu legen, dafs die innerhalb des Kreises liegende 
Strecke eine gegebene Länge habe. (Abgrenzung der Aufgabe.) 

;, 14) Man erhält die Berührungspunkte der Berührenden von A 

an einen Kreis um M., indem man M.A zieht, im Schnittpunkte J5 
mit dem Kreise die Senkrechte zu MA, hierauf von Jf aus mit MA 
als Halbmesser einen Kreis, welcher die Senkrechte in G und C, 
durchschneidet, und endlich Jlf^^C und M.YO^ zieht: X uud F sind 
dann die Berührungspunkte. Warum? 

15) An einen gegebenen Kreis ist eine Berührende zu ziehen, 

a) welche von zwei gegebenen Punkten gleichweit entfernt sei; 

b) welche mit einer gegebenen Geraden einen gegebeneu Win- 
kel bilde; 

c) so dafs die zwischen zwei gegebenen Parallelen liegende Strecke 
derselben eine gegebene Gröfse habe. 

16) Es seien zwei Kreise K^ und K^ gegeben; man soll eine 
Gerade so ziehen, dafs sie 

a) K^ berühre und in K^ eine Sehne von gegebener Länge s^ bilde; 

b) in K^ und K^ Sehnen von gegebenen Längen \ und s^ bilde, 

Bemerkung, Um die folgenden Aufgaben mög- 
lichst kurz angeben zu können, bezeichnen wir die Seiten- 
strecten eines Dreiecks durch a, h, c, die gegenüber- 
liegenden Winkel durch a, ß, y, den Umfang durch 
«, die Höhe auf c, durch 7^, die zwei anderen Höhen 
iSureh It^ und 7?2, die durch h^ auf c. gebildeten Ab- n'ig. ihs. 

schnitte, welche an a und ö liegen, durch «^ und \. 
— Ist das Dreieck ein rechtwinkeliges, so sei 7^ JJ, also c die längste 
Seite, /^ deren Höhe; ist das Dreieck ein gleiclisi;henli öliges, so sei 
ß = &, also c die Grundseite, Ag deren Höhe. 

Es soll ein rechtwinkeliges Dreieck gezeichnet werden aua 
folgenden Bestinimungsstücken*): 

en gcgeljcticn Aiifga.beu sincI fitets in 
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17) o, t; 


18) a, »;•) 19) », »;•) 


20) «, «i 


21) Ij, o; 22) *„ b; 


23) K «.! 


24)«,«.; 25) B,,.,; 


26) a + t,ef 


) 27)a + 6,B-, 28)<:.-i,»i») 


29) 0-!., b; 


30)o + c,4; 31)a + c,B; 


32) c — o, S ; 


33)<;-a,B, 34) ci + »„ b; 


35) o - *„ B 


36)o, -S.,«; 37)c. + S + e,B; 


38) a + ft — t 


,Bi 39) B- 2^-0, f;«) 40) «- 3/5-0,«; 


41) S — i c - 


0,a. 


Es soll ein 


gleiciisclienkeliges Dreiecii gezeichnet werden, 


wenn gegeben: 




42) e,oi 


43)c,b; 44) t,,; 46)c,7t,, 


46) o, B ; 


47) o,)-; 48) o, 4,; 49) B,*,; 


60)y,i,; 


51)e,h,; 52)»,*,; 63)«,*,; 


M)r,*ii 


55)o + c, «; 56)o + c,y; 57) o + *„<]; 


58)<.~;i„c 


59) « + *.,,; 60)«-;.,,,; 61).,»,; 


62) »,b; 


63)«,,. 


Es soll ein 


gleichsclienkeliges reclitwinlteligcs Dreiecl, 



gezeiehnet werden aus: 
64) c; 65)*,; 

69) il + ;i,; 70) a — h,. 

Es soll ein gleichseitiges DreieclE gezeichnet werden i 
71) o; 72) «; 73) 4; 74) ii + Ii; 75) » - *. 



Es soll ein Dre 


eck gezeichnet werden 


aus folgenden Bestim- 


lungsstQcben: 






76) a,b,r; 


77)«,B,(i; 


78) a,h,c; 


79) a, h, b; 


80) a,4,S + »; 


81) »,,. + 4, » + .; 


82) a,c.,h-r; 


83) o,6,4 — f; 


84) <i,i,7t,i 


85) a, A3,«; 


80) 0,;.,, li,; 


87)«,»,,).; 


88)4,,«,/»; 


89) li„a„h,; 


90) »„ii„b; 


91) 4„<:,b; 


92) S„c,S; 


93) <. + S,;i„«; 


94) a~h,k„P; 


96) o,(. + c,;S; 


96) a,li-c,ß; 


97) o,4 + c,Bi 


98) a,(, — b,b; 


99)o,6 + 4„b; 


100) a,b-li„a; 


101) i-;s,B,(i; 


102) B,^4„i.,(S; 


103) ij, -Si,o, S; 


104) «, -S„»,b; 


10.5) 0, — s„ 0, ;^ ; 


106) a,-S„B,ji; 


107) <I,^(ij,c, 4; 


108) a.j — l)^,a+h,ß; 


*) Die Aufgabe aoll aueb für deu Fall gelöst w 


erden, (iafa c der Lage nacb 
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109) a,a-j- ß, a - ß; ]^0) a — b, c, vc — ß : 

111) a-\-h, <-,a -ß- 112) a,h, a — /3; 

113) « + &, h,,a — ß: 114) a - h,h.„C! - ß; 

115) n,a,ß] 116) «,/*,, (3. 

117) Auf dem einen Schenkel eines Winkels, dessen Scheitel S 
sei, ist ein Punkt P gegeben; es soll auf dem andern Schenkel ein 
Punkt X so bestimmt werden, dafs: 

a)SX=PX; h) SX+ PX=^l:; c) SX-FX^l; 
d) PX- SX = m 
wird, wo /c, l, in gegebene Strecken sind. 

118) Parallel zur Grundseite AP eines Dreiecks ABC soll (auf 
der einen oder andern Seite von AB) eine Gerade so gezogen wer- 
den, dafs, wenn dieselbe die (nötigenfalls verlängerten) Sehenkel CA 
und CB in X und Y schneidet^ dann: 

a) X¥=AX; b) XY^AX + BY; c) XY=AX^PY; 
d) XY=CX + BY; e) XY=^CX—PY; 
f) XY=AX- CY 
wird. — Abgrenzungen. 

119) Auf den Seiten AB und AC des Dreiecks ABC sind die 
Punkte X und ^ so zu bestimmen, dafs: 

a) ^Z = C7 und Xrii.BC; 

b) ^X^ CT" und XY eine gegebene Gröfse l hat; 

c) ^Z=Xrund BX^AY; d) ^X=Xr=C'7 
wird. 

s ,^54. 120) Um einen gegebenen Mittelpunkt soll man einen Kreis be- 

schreiben, welcher noch einer der folgenden Bedingungen genügt, 
nämlich: 

a) durch einen Punkt geht, 

b) eine Gerade berührt, 

c) einen Kreis berührt, 

d) aus einer Geraden eine Sehne von gegebener Gröfse, 

e) aus einem Kreise eine Sehne von gegebener Gröfse aus- 
schneidet. 

121) Man soll einen Kreis zeichnen, dessen Mittelpunkt auf einer 
Geraden liegt und welcher aufserdem 

a) durch zwei gegebene Punkte geht, 

b) eine Gerade in gegebenem Punkte berührt, 

c) einen Kreis in gegebenem Punkte berührt, 

d) zwei gegebene Gerade berührt. 
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122) Um jeden von zwei gegebenen Punkten ist ein Kreis zu be- 
schreiben, so dafs beide Kreise einander beriilireu und der eine der- 
selben aufserdem noch 

a) durch einen Punkt geht, 

b) eine Gerade berührt, 
e) einen Kreia berührt. 

123) Es sei ein Geradenzug ÄBCD . . gegeben, der seine hohlen 
Winkel alle nach einer Seite (nach innen) kehrt. Man beschreibe 
aus B mit BÄ als Halbmesser einen Kreisbogen bis zum Schnitt- 
punkte Bi mit der Verlängerung von CB, dann aus C einen Kreis- 
bogen mit C-Bj als Radius bis zum Schnittpunkte f?i mit der Ver- 
längerung von DC U.S.W. So entsteht eine aus Kreisbögen zusammen- 
gesetzte krumme Linie (die durch Abwickeln eines Fadens yoxiABCD.. 
entstehende Ab wickelnde (Evolvente) j4Bj(7|... der Abgewickelten 
(Evolute) ABC . , .). Man beweise, dafö an dem Grenzpunkte zweier 
Kreisbögen die Berührende beiden gemeinsam ist und dafs der letzte 
Halbmesser gleich der Summe der Strecken des Geradenzuges ist 
(ausachliefslich der letztea Strecke). 

124) Eine sog. Eilinie (Oval) entsteht auf folgende Weise. 
Die Seiten eines gjeichschenkeligen Dreiecks werden über die Grund- 
seite verlängert und von der Spitze desselben wird ein Kreisbogen 
zwischen die Schenkel beschrieben, dessen Halbmesser gröfser als 
ein Schenkel ist. Von den Grenzpunkten der Grundseite wird dann 
mit dem Überschurs zwischen Halbmesser und Schenkel als Halb- 
messer je ein weiterer Kreisbogen im ÄnschluCs an den ersten bis 
zur Verlängerung der Grundseite gezogen. Zu der so erhaltenen 
Figur wird noch iu Bezug auf die Grundseite als Mittellinie die 
zugeordnete Figur gezeichnet. Der innerhalb der krummen Linie 
liegende Teil der Mittellinie heifst grofse Axe, der entsprechende 
Teil ihrer Mittel senk rechten die kleine Axe, 

Es soll nachgewiesen werden, dafs an den Grenzpunkten der 
Bögen die Berührenden für beide gemeinschaftlich sind und dafs die 
Punkte der Figur gegengesetzt in Bezug auf einen Punkt liegen. 

125) Es sei die grofse und kleine Axe AÄi und Bif^ einer Ei- 
linie, sowie der Halbmesser des gröfseren oder des kleineren Bogens 
gegeben. Die Eilinie ist gomäfa 124 zu zeichnen. 

126) Als weitere Zeichnungen von Eilinien mit gegebenen Axen 
AAj und BBi seien folgende auszufttbreu : 

a) Man ziehe AB und halbiere die Winkel, welche AB mit 
den in A und B errichteten Senkrechten zu den Axen bildet; vom 
Schnittpunkte dieser Winkelhalbierenden fälle man die Senkrechte 
auf AB und benutze deren Schnittpunkte mit den Axen als Mittel- 
punkte der erforderlichen Kreisbögen. 

b) Man zeichne Über der halben grofsen Axe A3I ein gleich- 
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seitiges Dreieck AMC, trage MB von 31 aus auf MC nach MB; 
BD treffe AG in E; die Parallele durch E zu JlfC bestimmt die 
Mittelpunkte der Kreisbögen. 

Zusatz. Wird einerseits der kleinen Axe die Figur ersetzt durch 
einen Halbkreis über dieser Axe, so entsteht eine der Form eines 
Eies mehr entsprechende Linie. Eine solche ergiebt sich auch, wenn 
man in der obigen Angabe (124) für die Zeichnung einer Eilinie 
statt eines gleich Schenkel igen Dreiecks ein ungleichseitiges Dreieck 
nimmt. 

127) Man soll drei einander berührende Kreise mit den Halb- 
messern i\ , r^, rg zeichnen, wenn a) )\ ^ r^ = r^ , b) r^ = r^, r^ > r, , 
c) fi >■ »"ä > ?'j . 

128) In den Winkel zweier Halbmesser (insbesondere in einen Qua- 
dranten) ist ein Kreis zu zeichnen, der die Halbmesser und den Bogen 
berührt. — Andeutung: Der Bei-ührungspunkt auf letzterem ist 
zunächst zu bestimmen, 

129) Es ist mit gegebenem Halbmesser ein Kreis zu zeichnen, 
welcher : 

a) eine Gerade berührt und aus einer anderen eine gegebene 
Strecke ausschneidet; 

b) aus zwei Geraden gegebene Strecken ausschneidet; 

c) eine Gerade berührt und mit einem Kreis eine gemeinsame 
Sehne von gegebener Lange (insbesondere gleich dem Durchmesser) hat; 

d) mit zwei Kreisen gemeinsame Sehnen van gegebenen Langen hat. 

130) Man soll einen Kreis zeichnen, welcher: 

a) zwei parallele Gerade berührt und zugleich durch einen 
zwischen ihnen gegebenen Punkt geht; 

b) zwei Kreise mit gemeinsamem Mittelpunkt berührt und zu- 
gleich durch einen Punkt geht, der 1) auf einem der Kreise, oder 
2) zwischen den Kreisen liegt, 

131) Die Schenke] eines Winkels werden von einem gegebenem 
Kreise berührt. Man soll Kreise zeichnen, welche den Kreis und 
beide Gerade berühren. 

132) Eine Figur, welche von zwei mit gleichen Halbmessern be- 
schriebenen Kreisbögen und von deren Mittellinie begrenzt ist, heifst 
Spitzbogen. In einen solchen soll ein Kreis gezeichnet werden, 
welcher die drei Grenzlinien berührt, — Andeutung: Da der Be- 
rührungspunkt auf der Mittellinie sieh sofort ergiebt, so kommt die 
Lösung auf § 34, 5 a y zurück — Die Berühreude in dem Berüh- 
rungspunkte des gesuchten und emes gegebenen Kreises schneidet 
hierbei die Verlängerung dei gemeinsamen Sehne der beiden ge- 
gebenen Kreise in einem Punkte, der um den Halbmesser der letzteren 
von ihrer Mittellinie entfernt ist Dies ist zu beweisen und darauf 
eine zweite einfache Zeichnung des fiaglichen Kreises zu gründen. 
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133) Um die Gruiidseite (den Abschnitt der Mittellinie) eines 
Spitzbogens ist ein Halbkreis beschrieben. In den Raniu zwischea 
den drei Kreisen soll ein sie berührender Kreis gezeichnet werden. 

134) Zwei Kreise mit gleichen Halbmessern, die einen dritten 
gleichartig berühren, sind gegeben. Es sind Kreise zu zeichnen, 
welche diese drei Kreise berühren. 

135) Es ist ein Pankt X zu suchen, so dafs von ihm aus zwei 
an einander stofsende Strecken a und h unter gegebenen Winkeln 
et und ß erscheinen. (Sog. Pothenot'sche Aufgabe.) — Andeutung: 
Zweimalige Anwendung von § 34, 6. 

Was ergiebt sich, wenn « + /3 den Winkel zwischen a und h 
za 2M ergänzt? 

136) Es ist ein Dreistrahl ahc gegeben und eine Strecke 2s; 
letztere soll zwischen zwei äufsere Strahlen so eingetragen werden, 
daXs sie durch den mittleren Strahl halbiert wird, — Andeutung: 
Bestimme zu den beiden s den Scheitel der Winkel ah und hc nach 
§ 34, 6, oder wende auf den Dreistrahl abc die Aufgaben IV a, 12 
und 14 an. 

137) Ea ist ein Kreis zu zeichnen, welcher eine gegebene Gerade 
in zwei bestimmten Punkten imter gegebenem Winkel*) achneidet. 

138) Es ist ein Kreis zu zeichnen mit gegebenem Halbmesser, 
welcher einen andern Kreis in gegebenem Punkte rechtwinkelig 
schneidet. 

139) Ea ist durch einen Punkt eines Kreises und durch einen 
zweiten Punkt ein Kreis zu legen, welcher den gegebenen Kreis 
rechtwinkelig schneidet. 

140) Zu. einem Strahle nbüs oh el ist ein gl eich wendiger übereinstim- 
mender Bfischel ztt zeichnen, von welchem der Seheitel und derjenige 
Strahl gegeben ist, der einem bestimmten Strahl des ersteren entspricht 
(mit Beuvitzimg eines Kreises und von § 29, 6 Zusatz b). 

XIH. Das Dreieck und der Kreis. 

a) Lehrsätze, 

1) Der um eine Dreieckseite als Durchmesser beschriebene Kreis § 35. 
geht durch die Fufspunkte der zu den beiden anderen Seiten ge- 
hörigen Höhen. (Vgl. % 29, eh.) 

2) Der um einen oberen Höhen abschnitt fd. i. die Strecke zwischen 
Eck und Hohenschnittpunkt) eines Dreiecks als Durchmesser gezogene 
Kreis geht durch die Fufspunkte der beiden anderen Hohen. 
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3) Der Satz in § 20, 3 (vom Schnittpunkt der Höhen) ist mit 
Benützung von Umfangs winkeln zu beweisen. — Andeutung: Ziehe 
im A ABO die Höhen ÄA^ und BB^ und verbinde ihren Schnitt- 
punkt fi" mit C; ziehe die Kreise über ^.B und Cif als Durchmessern, 
so ist: -^ BAA^ = BB.^A^ = ECA^. 

4) Von einem Dreiecke, dessen drei Winkel «, ß, f sind und 
worin deren Ergänzungen au einem B, mit «j , ß^, y^ bezeichnet 
werden mögen, aollen die folgenden Winkel bestimmt (nnd die be- 
züglichen Ergebnisse in Form von Lehrsätzen ausgesprochen) werden: 

a) zwischen einer Höhe und einer benachbarten Seite; 

b) zwischen der Verbindungsgeradeu zweier Höhenfufspunkte und 
einer benachbarten Seite; 

c) zwischen der Verbin dungs geraden zweier Höhcnfufs punkte und 
einer der zugehörigen Höben; 

d) zwischen zwei Verbindungsgeraden von Höhenfufspunkten (vgl. 
auch 5); 

e) zwischen der Verbindungsgeraden einer Seitenmitte jnit einem 
Höhenfufspirnkte und der Seite durch letzteren; 

f) zwischen derselben Ve rb in dun gs geraden und der ersteren Seite; 

g) zwischen den Geraden von einer Seitenmitte nach den Höhen- 
fufspuukten der anderen Seiten; 

b) zwischen den Geraden von einem H 5h enfufsp unkte nach zwei 
Seiten mitten; 

i) zwischen den Geraden von einem Höhen fufspunkte nach einer 
Seitenmitte und nach dem Höhenfufspunkte auf letzterer Seite; 

k) zwischen den Geraden von der Mitte eines oberen Höhen- 
abschnitfces (vgl. 2) nach den Fufspunkteii der beiden anderen Höhen; 

1) zwischen den Geraden von demselben Punkte nach einem auf 
einer zweiten Höhe ebenso gelegenen Punkte und nach der Mitte der 
Grundseite zu letzterer Höhe; 

m) zwischen den nach den Ecken gehenden Halbmessern des 
irm geschriebenen Kreises; 

n) zwischen einem solchen Halbmesser und einer benachbarten 
Seite; 

o) zwischen einem solchen Halbmesser und einer benachbarten 
Höhe; 

p) zwischen zwei Winkelhalbierenden; 

q) zwischen einer Winkelhalbierenden und einer benachbarten 
Höhe; 

r) zwischen einer Winkelhalbierenden und dem zu dem Berüh- 
rungspunkt eines Schenkels dieses Winkels gezogenen Halbmesser 
des eingeschriebenen Kreises; 

s) zwischen den Halbierenden zweier Aufsenwinkel u. s. w. 

5) Die Höhen eines Dreiecks halbieren die Winkel des von ihren 
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Fiifspunkteii gebildeten Dreiecks, — Andeutung: Benütze 1 und 
§ 29, 4. 

6) Der Mittelpunkt eines Dreiecks und sein Schwerpunkt sind 
für das aus dessen Seitemnitten gebildete Dreieck Höhen Schnitt- 
punkt und Schwerpunkt. — Andeutung: Vgl. Beweis zu § 20, 3. 

7) Höhenschuittpunkt, Schwerpunkt iiiidMittelpuukt eines Dreiecks 
liegen in einer Geraden, und zwar so, dafs die Entfernung der beiden 
ersten das Doppelte der Entfernung der beiden letzten ist (Satz von 
Euler, 1765). — Andeutung: Im A ^BC(Fig. 193) seien R, S, M 
die drei Punkte, und B^ sei die Mitte von J.{7. Verlängere HS um die 
Hälfte = SM^ , so ist zu zeigen, dafs M, auf M fällt; durch die Um- 
drehung von A SM^J}^ um 8 wird M^ü, P HB (§ 13, ib), also 
J_AC; ebenso zeige, dal's M^C^XAB. 

8) Jeder obere Höhenab schnitt (vgl, 2) eines Dreiecks ist doppelt 
HO grofs als die vom Mittelpunkt des Dreiecks zur entsprechenden 
Seite gezogene Senkrechte. — Andeutung: Beweis entweder mit 7 
oder in folgender Weise: Ziehe den Durchmesser AMJ), so iat 
BCW BH, DB II CH, woraus folgt CD # BH, während 

ÖD = 2M.B,. 




9) In jedem Dreieck ist die Verbind ungsstrecke der Mitte eines 
oberen Höben ab Schnittes mit der Mitte der zugehörigen Seite gleich 
dem Halbmesser des umgeschriebenen Kreises. — Andeutung: Nach 
8 sind B^B und Bj^M gleiche Paraltelstrecken. 

10) In einem Dreieck bestimmen je zwei Seitenraitten und die 
Mitte des oberen Abschnittes einer zugehörigen Hohe ein recht- 
winkeliges Dreieck. Die gröfsten Seiten der sechs so erhaltenen 
Dreiecke gehen durch einen Punkt. 
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11) Die drei Sei teil mitten, die drei Fufspuukte der Höhen und 
die drei Mitten der oberen Höheiiabsehiiitte liegen auf einem Kreise 
(Feuerbach'scher Kreis), dessen Mittelpunkt im Schnittpunkte der 
V erbind ungsger ad en je einer Seitenmitte mit der Mitte des oberen 
Abschnitts der zugehörigen Höhe liegt. (Siehe vorherg, Aufgabe.) 

12) Der Halbmesser des Feuerbach' sehen Kreises ist halb so grofs 
als der Halbmesser des dem Dreieck umgeschriebenen Kreises. (Vgl. 9.) 

13) Der Mittelpunkt des Feuerbach'schen Kreises liegt in der 
Mitte der Verbindungsstrecke von Höhenschnittpunkt und Mittelpunkt 
dea umgeschriebenen Kreises. — Andeutung; M, 8, F sind für 
A A,B, C, das, was H, S, M für A ABC sind. 

14) Werden bei einem in einen Kreis eingeschriebenen gleich- 
seitigen Dreieck die Mitten zweier Bögen verbunden, so wird die 
entstehende Sehne durch die zwei Dreieckseiten in drei gleiche Teile 
geteilt. 

15) Wird ein beliebiger Punkt X auf dem einem gleichseitigen 
Dreieck ABC umgeschriebenen Kreise mit den Ecken verbunden, so 
ist die innere Verbiudungsstreeke (etwa XA) gleich der Summe der 
beiden auf s er en. — Andeutung: A C£X kommt durch eine Drehuug 
um C im Betrag von ^B nach GAY, wobei AY auf AX fallt, so 
dafs noch nachzuweisen, dafs YX = CX ist. 

Zusatz, Läfst sich Ahnliches von den aus der Kreismitte auf 
die drei Verb indungs strecken gefällten Senkrechten sagen ? (Vgl. Auf- 
gabe Vlla, 21.) 

16) Legt man durch je zwei Ecken eines Dreiecks und den 
HÖheuschnittpunkt einen Kreis, so sind 

a) die Kreise dem um das Dreieck beschriebenen gleich; 

b) ihre Mittelpunkte liegen in Bezug auf die Seiten als Mittel- 
linien zugeordnet zum Mittelpunkte des umgeschriebenen Kreises und 
bilden ein mit dem ursprünglichen ob ereinstimmen des Dreieck, dessen 
Höhenschnittpunkt mit dem Mittelpunkt des ursprünglichen Dreiecks 
zusammenfällt. 

17) Zu einem rechtwinkeligen Dreieck mit den kleinereu Seiten 
«, & und der gröfsten c (insbesondre 3, 4, 5) sollen diu Halbmesser des 
eingeschriebenen Kreises (p) und der angeschriebenen Kreise (pj, p^, p^) 
berechnet werden. — Andeutung: Vgl. § 35, 2' und beachte die 
Dreiecke mit dem Winkel \B. 

Zusatz. 1) Wie grofs ist p + Pi + Ps? 

'2) Wie grofs ist p + p^ + p^ + p^? 

b) Zeichenaufgaben. 

(5. 1) Ein Dreiseit zu zeichnen, von welchem gegeben sind: 
aj die Fufspunkte der drei Hoben (vgh XHIa, 5); 
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b) der Furspuiikt einer Höhe niid <!ie Mitten der beiden nicht 
zugehörigen Seiten; 

c) die drei Uufseren Mittelpunkte; 

d) zwei äufsere Mittelpunkte und der innere. 

2) Wenn hji^h^ die Höhen, m^m^m^ die Winkelhalbierenden 
und t,litg die Schwerlinien eines Dreiecks sind, so ist dasselbe zu 
zeichnen aus: 

a) a,a,Jti; b)a,K,^,; c);,,i^,c; iV)t,,t,,K; e)m^,ß,c. 

3) Das einem gegebenen Kreise, dessen Halbmesser = r ist, 
eingeschriebene Dreieck zu zeichnen, von dem noch bekannt sind: 

a) c«, ö; h) a, ß; c) a, Äj; d) a, /(g; e) «, \ ; f) a, ^; 
g) K,;*3; h) aj^. 

4) In einen gegebenen Kreis soll man ein Dreieck einschreiben, 
dessen : 



a) Winkel denen 

b) Seiten drei ge 

c) zwei Seiten zwei 



gebenen Dreiecks gleich sind; 
Geraden parallel sind; 
gegebenen Geraden parallel sind und dessen 



dritte Seite durch einen gegebenen Punkt geht. — Andeutung 
Trage den Winke! beider Geraden als Umfangswinkel ein und 
zeichne um den Mittelpunkt den Kreis, der die Sehne dieses Winkels 
berührt. 

5) Ein Dreiseit ist zu zeichnen aus dem Halbmesser q des ein- 
geschriebenen Kreises und aus: 

a) «, |3; h) a,ß; c) a,h^; d) a,h.^; e) tt,a. 

6) Einem gegebenen Kreis soll ein Dreiseit umbeschrieben werden, 
dessen Ecken auf drei gegebenen Strahlen des Mittelpunkts liegen. 
(Man benütze die nach XHIa, 4r bestimmten Winkel am Mittelpunkt.) 

7) Es ist ein Winkel und ein Punkt P gegeben; man soll durch 
P eine Gerade ziehen, so dafs sie mit den Schenkeln des Winkels 
ein Dreieck von gegebenem Umfang bildet. — Andeutung: § 35, 
Znsatz 1. 

8) In einem Dreieck ist ein Punkt zu finden, so dafs die drei Ge- 
raden von ihm nach den Ecken gleiche Winkel mit einander bilden. 

9} Aus den Ecken eines Dreiecks als Mittelpunkten sind Kreise 
zu besehreiben, welche paarweise einander berühren. ~ Andeutung: 
Ihre Berührungspunkte sind die Berührungspunkte des eingeschrie- 
benen Kreises oder der angeschriebenen Kreise. 
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Aufgiibeii z am achten Kapitel. 
XI V. Das Vitireck und Viei'seit 

;i) Lehrsätze. 

1) Welche vei-aehiedenen Arten der Lage können vier Gerade 
der Ebene haben, geordnet nach ihrer Parallehtät? In wie viele 
Felder wird in jedem Falle die Ebene zerlegt? In welchen Fällen 
entstellen ringsum begrenzte Felder? Wie viele Schnittpunkte? 

2) Halbiert man die Innenwinkel eines Trapezes und verlängert 
die Halbierenden bis zum Durchschnitt, so gilt: 

a) die zwei von den Grenzpunkten einer Parallelseite auslaufen- 
den Halbierenden schneiden einander unter einem Winkel, der gleich 
der halben Summe der an der andern parallelen Seite liegenden 
Winkel ist (auf welcher Geraden liegt der Schnittpunkt?); 

b) die von den Grenzpunkten einer der nicht parallelen Seiten 
auslaufenden Halbierenden schneiden einander rechtwinkehg aiif der 
Mittel parallelen ; 

c) ein Winkel, welchen zwei von Gegenecken auagehende Halbie- 
rende mit einander bilden, ist gleich dem halben Unterschied der 
Winkel an diesen Ecken; 

d) in dem durch die vier Halbierenden gebildeten Viereck ist 
die zu den Seiten parallele Eekenlinie gleich dem halben Unterschied 
zwischen der Summe der parallelen Seiten und der Summe der nicht 
parallelen Seiten, 

Zusatz. Entsprechende Re/iehungen gelten für die Halbieren- 
den der Aufscnwinkel. 
§ 3ö 3J Ein Parallelogramm ist durch zwei anstofsende Seiten und 

~S8.(Je]3i eingeschlossenen Winkel bestimmt. Warum? Welche Arten von 
Parallelogrammen entstehen nun, je nachdem die aiistofsendeu Seiten 

a) gleich oder b) ungleich sind 
und der eingeschlosaeue Winkel ein 

tt) rechter oder ß) schiefer ist? 

4) Ist ein Viereck ein Parallelogramm, wenn in demselben zwei 
Gegenseiten gleich und nur eiae Eckenlinie von der anderen hal- 
biert wird? 

5) Verbindet man die Mitten zweier Gegenseiten eines Parallelo- 
gramms mit den gegenüberliegenden Ecken, so entsteht ein zweites 
Parallelogramm und die Eckenlinie des ersten wird in drei gleiche 
Teile geteilt. 

6) In einem beliebigen Viereck bestimmen die Mitten der Seiten 
ein Parallelogramm, ebenso die Mitten zweier Gegenseiten samt den 
Mittelpunkten der Eckeniimen. 

7) Welche Änderungen ergeben sich für obige Sätze in 2 für 
den Fall, dafs das Trapez ein gleichgeneigtes ist? 
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8) Sind drei Heiten eines gl eich geneigten Trapezes gleich grofs, 
so halbieren die Eekenliaien die Winkel an Jer vierten Seite. 

9) Was wird iius dem in 5 bestimmten Parallelogramm, wenn 
das Viereck ein gleichachenkeliges Viereck udei- ein gleichgeneigtes 
Trapez, Rechteck, Raute, Quadrat ist? 

10) Die Verbindungsgeraden der Mitten der Gegenseiten eines 
Vierecks und die Verbindungsgerade der Mitten der Eekenlinien gehen 
durch einen Punkt. 

11) a) Ein Kreisviereck, in welchem zwei Seiten parallel sind, §35. 
ist ein gleich geneigtes Trapez. 

b) Ein Kr ei 3 vier seit, in welchem zwei Gegeuecken auf den Ver- 
längerungen eines Durchmessers liegen, ist ein gleichschenkeliges 
Viereck. 

12) a) Ein Kreisviereck, in welchem zwei Gegenseiten gleich 
sind, ist ein gleichgeneigtes Trapez. 

b) Ein Kreisvierseit, in welchem zwei Gegenwinkel gleich sind, 
ist ein gleichschenkeliges Viereck. 

13) a) Liegen die Ecken eines Kreisvierecks auf zwei Durch- 
messern, 30 ist dasselbe ein Rechteck. 

b) Liegen die Berührungspunkte eines Kreisvierseits auf zwei 
Durchmessern, so ist dasselbe eine Raute. 

14) Zu einem Rechteck im Kreis bilden die Berührenden der 
Eckpunkte eine Raute um den Kreis, deren Eckenlinien parallel zu 
den Seiten des Rechtecks durch den Mittelpunkt gehen. — Um- 
kehrung! 

15) a) Ein Kreis und ein Parallelogramm, dessen Eckenlinieu 
einander im Mittelpunkt schneiden, bilden zusammen eine Figur, 
deren Teile paarweise in Bezug auf denselben Mittelpunkt gegen- 
gesetzt liegen. — Ebenso liegt das ReehteeU, das durch die Schnitt- 
punkte der Seiten des Parallelogramms mit dem Kreise bestimmt ist. 

b) Ein Kreis und ein gleiehgeneigtes Trapez, von welchem die 
Mitten der parallelen Gegenseiten auf einen Durchmesser fallen, 
bilden zusammen eine Figur, zu welcher dieser Durchmesser Mittel- 
linie ist. — Die nicht parallelen Seiten oder Eckenlinien dieses Vier- 
seits bestimmen durch ihre Schnittpunkte mit dem Kreise ein gleich- 
geneigtes Trapez, dessen Mittellinie derselbe Durchmesser ist. 

16) Ein Kreis um die Mitte zwischen den Grenzpunkten zweier 
gegen gerichteten Strahlen kann diese Strahlen nur in den Ecken eines 
Rechtecks schneiden, dessen Mittelpunkt jener zwischen den Grenz- 
pnnkten ist. 

17) Ein Kreis um einen Punkt der Winkelhalbierenden zweier 
Geraden kann diese Geraden nur in den Ecken eines gleichgeneigten 
Trapezes schneiden, dessen Mittellinie jene der beiden Geraden ist. 

18) a) Von einem Rechteck im Kreis bestimmen zwei Gegen- 
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Seiten mit irgend zwei parallelen Berührenden ein Parallelogramm, 
dessen Mittelpuukfc mit dem dea Kreises zusammen fällt. 

b) Von einem gleich geneigten Trapez im Kreis bestimmen die 
Schnittpunkte aweier Gegenseiten oder Eckenlinien mit den zu seinen 
Parallelseiten senkrechten Berührenden ein Rechteck, das mit der 
ersteren Figur dieselbe Mittellinie hat. 

19) Die Halbierenden der Innenwinkel eines Vierecks bilden ein 
Kreis vier eck. 

Zusatz, a) Desgleichen die Halbierenden der Äufsenwinkel. — 
Welche Beziehungen haben beide Vierecke bezüglich ihrer Winke!? 

b) Was wird aus dem Kreisviereck, wenn das ursprüngliche 
Viereck ein gleichgeneigtes Trapez oder Parallelogramm oder Recht- 
eck ist? 

20) Beschreibt man um die vier Dreiecke, in welche ein Vier- 
eck durch die Abschnitte seiner Eckenlinien zerteilt wird, Kreise, so 
bilden deren Mittelpunkte ein Parallelogramm. 

Wann wird dies Parallelogramm ein Rechteck oder eine Raute 
oder ein Quadrat? 

21) Beschreibt man um die vier Dreiecke, in welche ein Vier- 
eck durch seine ganzen Eckeulinien zerlegt wird, Kreise, wie liegen 
dann deren Mittelpunkte zu einander? und wie zu den vier Mittel- 
punkten der Kreise in 20? 

22) Dreht man zwei Gerade so um zwei Punkte A und 'B eines 
Kreises, dafs ihr Schnittpunkt auf dem Kreise hingleitet, und dreht 
man zugleich eine dritte Gerade um einen Punkt C der Berührenden 
in A so, dafs sie stets mit der um A sich drehenden Geraden parallel 
bleibt, so gleitet der Schnittpunkt X dieser Parallelen uud der Ge- 
raden durch li auf einem I^reise hin, welcher durch die drei Punkte 
A, S, C geht. 

b) Zeiehenaufgaben. 

Remevkung. Um die folgenden Aufgaben kurz angeben zu können, 
bezeichnen wir in eiuem beliebigen Viereck ABCD die Winkel bei 
Ä, B, C, 1) der Eeihe nach durch a, ß, y, ä, die Seiten AB, BO, CD, 
DE durch a, fc, c, d, die Eckenlinien AC \md BD durch i und f. — 
Ist das Viereck ein Trapez, so sei a \\ c, und h bezeichne den Abstand 
von a imd c; ist es ein Parallelogramm, so sei (i [| c und b \\ d, und 
der Abstand von a und c sei durch \ , der von & und d sei durch h^ 
bezeichnet; ist das Viereck ein gleichsehenkeligei, &o sei a ^ d und 
ö = c; ist es ein gleicbgeneigtes Trapez, so werde & = rf, also e = f; 
ist das Viereck ein Kreisviereck oder Krcisvierseit, so sei r der 
Halbmesser des umgescbriebeneu, p der des eingeschriebenen Kreises. 

§ 36. Ein Trapez ist zu zeichnen, wenn gegeben sind; 
l) a,b,c,ß; 2)a,c,a,ß; 3)a,c,a,f 



yGoosle 



Obni 



mfgaber 



i) <',l>,',f: 

7) a, h, c, h 
10) o, h, «, ;. 
13) a,b,c,d 
16) i), c, ^ de, -^ 6/'; 
18) o, b, c, ^ lie. 



5)«,.,/;« 
8) a,h,d,h 

11) (.,<!,«,/. 

14) a,b,e,ß 



6) «j e, /■, "^ ae. 

9) a,b,f,k; 
12) a,e,f,h; 
15) a, e, o, /5; 



17) o, c, -^ce, -^bf; 

folgenden gegebenen 



Ein Parallelogramm iwt zu zeichnen 
Stücken: 

19) aftÄ,; 20) o, c, Ä, ; 21) a, e,/(i; 

22)o, e, f; 23) *,', «, fl 24)<I, *,,4,i 

2ö)<i,<!,*ji 26)o + J,(i,fi 27)o + i),o,e; 

2S) e,f,^ef; 2!))f,li„ci; 30) a,h„^ef; 

31) o,*,, *»/■; 32) e, o, ^«/l 

Ein gleiclisclienkeliges Viereck ist zu zeichnen aus: 
33)«,o,/3; Si) e,b,r; 35)a,b,ß; 36)0,4,«; 
37)«,/;ii; SS)e,f,ß; 39)a,b,f. 

Ein gleichgeneigtes Trapez ist zu zeichnen aus: 
40) a,c,h; 41) 0,6,«; 42)o,6,)>; 43) o, c, n 

44) o, ß, -^ c/'; 45)o, e, y; 46) o, e, -): 6e; 47) o, 4, c. 

Ein Rechteck ist zu zeichnen aus: 
48) <i, 6; 49) a,e; 50) a,^ef] 

51) e, ^ «/■; 52) o, -j; oe; 63) a + b,e. 

Eine Raute ist zu zeichnen aus: 
64)0,«; 65)o,e; 66)e, n; 57) e, /•; 

58)4,«; 59)(j,4; 60)<!,t; 6!) o, c + f; 

62) o, e — f ; 63) «, e + /■; 64) n, « — f; 65) o, o + i ; 
66)«, — 4; 67)«, e + i; 68) «, e — ft. 

Ein Quadrat ist zu zeichneu aus: 
69) o; 70) e; 71)c + o; 72) « — o. 

Ein Kreisviereck ist zu zeichnen aus: 
73)r,0, 4,c; 74)r,a,4, «; 75)r, o,c,(!; 

76) r, o, 4, f ; 77) r, o, e, ^ ef; 78) r, e, f, ^ ef; 

19) r,e,c, -^tf; SO) a,b,c,ß; 81)o, 4, c, e; 

82) o, S, «, /■; 83) o, 4, y, f; 84) a, 4, c, «. 

Bin Kreisvierseit ist zu zeichnen ans: 



§37. 



§38. 



85) ?, o, 4, o; 86) Q,a,b,ß 

88) ii,a,ß,r; 89) Q,e,u,r 

91) a,h,<!,ß; 92) o, 4, e, « 

94) o, 4, c, «; 96) a,b,ß,y. 



87) p, o, ß, y; 
90) o, 4, e, e; 
93) (i,a,ß,y; 
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140 Übuagöaiügaben an Kapitel S. XIV b. 

I 36 96) Auf einer Dreieckseite ist ein Punkt so zu bestimtuen, dafs die 

—39, von ilim aus parallel zu den anderen Seiten gezogenen und durcli 
diese begrenzten Strecken gleich werden, 

97) In einen gegebenen Kreis ist ein Recliteck mit gegebener 
Seite zu zeichnen, 

1)8) In ein beliebiges Viereck ist ein Piicallelogramm einzuschreiben, 
dessen eine Seite s nach Gröfse und Richtung gegeben ist. (Vgl. Auf- 
gabe IVa, 14.) 

99) a) Ein gleichseitiges Dreieck ist gegeben; man soll ein 
Quadrat zeichnen, welches mit jenem das Eck Ä gemeinsam hat und 
dessen andere Seiten durch die zwei übrigen Ecken des Dreiecks 
gehen. — Andeutung: Die Figur hat als Mittellinie die von Ä aus- 
gehende Höhe und Eckenlinie. 

b) Ein Quadrat ist gegeben; man soll ein gleichseitiges Dreieck 
zeichnen, welches mit jenem das Eck A gemeinsam hat und dessen 
zwei übrigen Ecken auf Quadratseiten fallen. — Andeutung: 

d) Trage an die Eckenlinie in A Winkel von je i^M an. — Oder: 

ß) Ziehe die Eckenlinie aus A, bilde darauf AX ^ XT, zeichne über 
XFein gleichseitiges Dreieck und verbinde dessen Spitze miiA. — Oder: 

y) Zeichne über der Eckenlinie aus A ein gleichseitiges Dreieck 
und trage den Winkel zwischen der in A anstofaenden Quadratseite 
und äufseren Dreieckseite an ersterer nach innen an. — Oder: 

d) Zeichne über einer (nicht von A ausgehenden) Seite nach aufsen 
oder innen ein gleichseitiges Dreieck und verbinde dessen Spitze mit 
A. - Oder: 

s) Verdoppele die eine von A ausgehende Seite, bis X, schneide 
aus X mit XA ein auf der dritten Seite = XY, so ist A Y die ge- 
suchte Seite. 

100) Ein Parallelogramm sei gegeben. Allein mit Lineal ist 
demsclbeu ein anderes Parallelogramm 

«-) einzuschreiben, von welchem die Lage einer Seite gegeben ist; 
b) umzuseh reiben, von welchem ein Eck gegeben ist. 

101) Ein Rechteck (Raute) mit seineu Mittellinien sei gezeichnet. 
Man soll mit dem Lineal allein eine Raute (Rechteck) demselben 
umschreiben (einschreiben), von welcher eine Seite (Eck) gegeben ist. 

103) Von einem Fünfeck seien die Seitenmitten A, B, 0, D, E 
gegeben; das Fünfeck selbst ist zu zeichnen. — Andeutung: Zeichne 
das Parallelogramm AEDX, ziehe YZ\IiG durch X und mache 
YX = XZ=BC. 

103) In ein Quadrat soll ein anderes von gegebener Seite s ein- 
geschrieben werden. — Andeutung: Zeichne den Mittelpunkt des 
gegebenen und trage von hier aus die halbe Eckenlinie des gesuchten 
Quadrates ein. 
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XVa, b. Übnngsaufgalien ku Kapitel 9. 14L 

Aufgaben zum neunten Kapitel. 

XV. Das H-eck und w-seit. 

a) Lehrsätze. 

. . , § 40 

1) Ein rege] 111 üfsiges Dreieck bestimmt mit der in Bezug auf, ^9 

seinen Mittelpunkt gegengesetzten Figur ein regelmäfaiges Sechseck 
(trigonalen Sechsstern), 

2) Ein Quadrat bestimmt mit einem übereinstimmenden Quadrat, 
dessen Eckenlinien auf die Mittelparallelen des ersteren fallen, ein 
regelmäfsiges Achteck (tetragonalen Achtstern). 

3) Es ist nachzuweisen, dafs der gröfsere der beiden Abschnitte, 
in welche jede Seite des Quadrates in Aufg. 2 durch eine Seite des 
andern Quadrates geteilt wird, gleich der halben Eckenlinie des- 
selben ist. 

4) Die Grenzpunkte einer Sehne, welche Mittclsenkrechte zu einem 
Halbmesser ist, bestimmen mit dem Endpunkt des gegengerichtetcn 
Halbmessers ein regelmäfsiges Dreieck. 

5) Ein Aufsenwinkel eines regelraäfsigen Vielecks iat gleich dem 
zu einer Seite gehörigen Winkel am Mittelpunkt. 

6) Der Aufsenwinkel eines regelraäfsigen Vielecks Ton doppelter, 
drei-, vier-, . . . facher Seitenaahi ist gleich dem zweiten, dritten, 
vierten,.., Teil des Aufseuwinkels beim regelmäfsigen Vieleck von 
einfacher Seitenzahl. 

7) Bei jedem einem Kreise ein- 1 T) Bei jedem einem Kreis um- 
geschriebenen 2«-eek iat die Summe \ geschriebenen 2M-eck ist die Summe 
der M Winkel ungerader Ordnung 1 der w Seitenstrecken ungerader Ord- 
gleich der Summe derer von ge- nung gleich der Summe derer von 
rader Ordnung. ' gerader Ordnung. 

8) Wird bei einem eingeschrie- 8') Wird bei einem umgeschrie- 
benen (2n -{- l)-eck ein Winkel ' beuea (2n + l)-seit eine Seiteu- 
dnrch einen Halbmesser geteilt, 1 strecke als durch den Berührungs- 
so ist unter den nun vorhandenen punkt geteilt angenommen, so ist 
(2w -\- 2) Winkeln die Summe der' imterdeünunTorhandenen(2)i-j-2) 
(» -j- 1) Winkel ungerader Ord- Strecken die Summe der (n -\- 1) 
nung gleich der Summe der [n + 1) Strecken ungerader Ordnung gleich 
übrigen. \ der Summe der (n -\- 1) Übrigen. 

b) Zeiehcnaufgaben. 
1) Welcherlei Figuren entstehen, wenn man einen Kreis (nach 
§ 42, 5 b) in sechs gleiche Teile teilt imd von den sechs Teilpunkten jeden 

a) mit dem nächstfolgenden, 

b) mit dem zweitfolgenden, 

I.:) mit dem drittfolgendeji verbindet? 
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146 Übungsaufgaben zu Kapitel 11. XVIllj. 

10) Von dem Trape?. in Aufg. 9 sollen die beiden durch die 
Mittel parallele gebildeten TeilstUcke berechnet werden. 

11) Der Inhalt eines Trapezes ist J, die Höhe h, die Differena 
der beiden Parallelen d\ wie grols sind diese? 

J=542,5, A = 21,7, ä==l\ß. 

12) Wie viel quadratische Plätteben von 20 cm Seite braucht 
man, um eine rechteckige Fläche von 8 m Länge und 80 ein Breite 
zu belegen? 

13) Zu wie viel Ji wurde das Ar von einem rechteckigen Felde 
berechnet, das 138 ^ 88 A. kostete und 6,52 m breit, 10,65 m lang ist? 

14) Die Eckenlinien einer Raute seien ^ 80,7 und 39,8 m; wie 
grofs ist der Inhalt? 

15) Die eine Eckenlinie eines viereckigen Feldes ist ^ 32,88 m, 
und die von den beiden anderen Ecken auf jeu^ gefällten Senkrechten 
messen 9,5 und 7,5 m. a) Wie grofs ist der Inhalt des Vierecks? 

b) Wie teuer ist das Feld, wenn 1 Ar 208 ^ 25 A. kostet? 

16) Das der Figur 189 (S. 98) entsprechende Fünfeck soll ge- 
zeichnet und sein Inhalt soll berechnet werden, wenn x^,...x^ 
bz. =■ 26, 35, 11-^, 37 mm nnd ?/,, y^, y.^ }>z. = 31, 18, 46 mm sind. 

17) Die Seite eines Quadrates mifst a) 27 mm, b) 3,8 cm, 

c) 2 m 9 cm ; wie grofs ist die Seite des Quadrates, welches a) dop- 
pelten, ß) fünffachen, y) halbsogrofsen Inhalt besitzt? 
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